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Resumo 



Trabalhamos com funções definidas em iR" que tomam valores numa C*-álgebra A. 
Consideramos o conjunto S^{IR^) das funções de Schwartz, (de decrescimento rápido), 
com norma dada por ||/||2 = 11/ fix)*f{x)dx\\2. Denotamos por CB°°{IR^^,A) o con- 
junto das funções C°° com todas as suas derivadas limitadas. Provamos que os oper- 
adores pseudo-diferenciais com símbolo em C B°° (IR^^ , A) são contínuos em S'^(iR") com 
a norma || • II2, fazendo uma generalização de |10j . Rieffel prova em [T] que CS°°(iR", A) 
age em S'^{]R") por meio de um produto deformado, induzido por uma matriz anti- 
simétrica, J, como segue: Lpg^x) = F Xj g[x) = J e^™^F(x + Ju)g{x + v)dudv, 
(integral oscilatória). 

Dizemos que um operador 5* é Heisenberg-suave se as aplicações z (—> T_.^STz e 
C ^ M_çSMç, z,C e R"", são C°°; onde T,g{x) = g{x - z) e Mçg{x) = e^^^^gix). No 
final do capítulo 4 de [T], Rieffel propõe uma conjectura: que todos os operadores "ad- 
juntáveis" em S^{1R^), Heisenberg-suaves, que comutam com a representação regular 
à direita de CB°°{1R^,A), Rcf = f Xj G, são os operadores do tipo Lp. Provamos 
este resultado para o caso A = Ç, jl4j . usando a caracterização de Cordes |17j dos 
operadores Heisenberg-suaves em L'^{1R^) como sendo os operadores pseudo-diferenciais 
com símbolo em C-B°°(iR^"). Também é provado neste trabalho que, se vale uma gen- 
eralização natural da caracterização de Cordes, a conjectura de Rieffel é verdadeira. 



Abstract 



We work with functions defined on iR" with values in a C*-algebra A. We consider 
the set S^{]R^) of Schwartz functions (rapidly decreasing), with norm given by ||/||2 = 
II / f{x)*fix)dx\\^. We denote CB°°{]R^'^, A) the set of functions which are C°° and have 
ali their derivatives bounded. We prove that pseudo-differential operators with symbol 
in C B°° {M'^^ , A) are continuous on ^^(iR") with the norm || ■ II2, thus generalizing the 
result in |10j . Rieffel proves in |lj that CE°°(iR", A) acts on S^iFT) through a deformed 
product induced by an anti-symmetric matrix, J, as foUows: Lpg{x) = F Xj g{x) = 
j ^2muvp(^^ _|_ jy^^g^^ _|_ y^dudv {ãií oscíUatory integral). 

We say that an operator S is Heisenberg-smooth if the maps z 1—^ T^^STz and 
C ^^ M.çSMç, z,C ^ ST are where T,g{x) = g{x - z) and where M(^g{x) = 
e^^^g{x). At the end of chapter 4 of pP, Rieffel proposes a conjecture: that ali "ad- 
jointable" operators in S^{]R"') that are Heisenberg-smooth and that commute with the 
right-regular representation of CB°°{]R^ , A), Rcf = f Xj G, are operators of type Lp. 
We proved this result for the case A = Ç in [14 , using Cordes' characterization of 
Heisenberg-smooth operators on L'^{1R^) as being the pseudo-differential operators with 
symbol in G B°° (IR^^) . It is also proved in this thesis that, if a natural generalization of 
Cordes' characterization is valid, then the Rieffel conjecture is true. 
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Introdução 



Consideramos uma C*-álgebra, A, e funções de iR" em A. Em particular, tra- 
balhamos com o conjunto das funções de Schwartz, S^{]R^), que consiste nas funções 
/ : ÍR" A, C°°, tais que sup^^j^" ||a;"9^/(a;) || é limitado para quaisquer multi- 
índices a e /3, |IÍ capítulo 3]. Neste conjunto definimos o "produto interno" < f,g >= 
f f{x)*g{x)dx, [U (4.1)]. S^Í^M""), com a norma induzida por este produto interno, 
II/II2 =!!</)/> 11^! é um pré-módulo de Hilbert (ver definição II. 2|) . Denotamos por 
S'^(iR") o módulo de Hilbert correspondente, isto é o completamento de S^Í^FT) com 
respeito a esta norma. 

Observamos que o espaço de Fréchet CB°°{]R^\A), das funções C°° limitadas, 
com todas as derivadas limitadas, age em S'^(iR") do seguinte modo: dadas F G 
Cfi°°(iR",A) e g e S^iFT), Lp^g) = F Xj g e S^{1R"), como vemos em [H (3.3)]. 
Aqui Rieffel define o produto deformado, Xj, para uma matriz, J,nxn, anti-simétrica, 
em CB°°{1R"', A), como segue: F Xj G{x) = J J F{x + Ju)G{x + v)e{u ■ v)dudv, onde 
e{u-v) = exp{2mu-v) e a integral acima é uma integral oscilatória, [TJ (1.3)]. O operador 
Lp definido acima possui "adjunto", (4-2)], (com respeito ao "produto interno" acima 
definido), e é contínuo no módulo de Hilbert S^{IR"'), [1, (4.7)]. 

Seja B*{S^{]R"')) o conjunto dos operadores lineares contínuos em 5'^(iR"') que 
possuem adjunto. Como no caso escalar, [H capítulo 8], consideramos em B*{S^{]R^ j) a 
ação do grupo de Heisenberg como segue: (zX^v) ^ ^z,(,'fi^^zl ^ JR^jLp G IR, 

para A G B*{S^{M')), onde = é^^M^T,, com T,u{x) = u{x - z), Mçu(x) = 

e''^u{x), u G S'^{IR^). Notamos que -E^^^Ai?^ ç ,^ independe de Tomamos, então, 
íf = O e usamos a notação E^^ç = Ez^çfl e A^^ç = E~j-AEz^(. Dizemos que o operador A 
é Heisenberg-suave se a aphcação {z,C) ^ A^ ç ((-2,C) ^ -K^") é C°°. 

Assim como definimos esquerda de C5~(iR", A) em ^^(iR") por Lpig) = 

F Xj g, podemos definir a ação à direita de CB°°{1R'^,A) em S^{1R"') por RgU) = 
f Xj G, Ge CB'^{1R"-, A) efe S"^(iR"'). Rq é um operador contínuo no espaço de 
Banach S^{1R^), embora não seja homomorfismo de módulos à direita. 



No final do capítulo 4 de |T], Rieffel propõe uma questão que podemos enunciar 
do seguinte modo: o conjunto dos operadores em B*{S^{1R"')), Heisenberg-suaves, que 
comutam com Rq, para toda G G CB^^i^IR^ , A), é o conjunto dos operadores Lp, F E 
CB'^{1R'',A). 

No primeiro capítulo deste trabalho demonstramos esta conjectura para o caso em 
que A é a, C*-álgebra dos niimeros complexos, |14j . Para isto, usamos a caracterização 
feita por Cordes em |17j dos operadores lineares contínuos em L'^{IR"') (no caso em 
que A = Ç, S'^(iR") = L^(iR")) que são Heisenberg-suaves. Cordes prova que estes 
são os operadores a{x,D), dados por um símbolo, uma função a G CB°°{IB?^), do 
seguinte modo: a{x,D)u{x) = J J {2TT)~'^e^^''~y'>^a{x, ^)u{y)dyd^, onde u G C^{R"'). 
Provamos, então, que, se a{x,D) comuta com Rq para toda G em GB°°{IR^), então se 
F{x) = a(x,0), a{x,D) = Lp. 

No capítulo 2, precisamos supor que A é separável para provar um resultado 
interessante. Na verdade, se A tiver unidade, a separabilidade não é necessária, pois só 
a necessitamos para ter uma aproximação da unidade em A dada por uma seqiiência. 
Dizemos que um operador A em B*{S'^{IR^)) é suave por translações se a aplicação 
z I— i> Az, z G é C°°, onde temos que = T^^ATz, usando a notação anterior. Neste 
capítulo, provamos que se A é suave por translações e comuta com Rg para qualquer g 
em S^^M""), então A é Heisenberg-suave. 

O capítulo 3 consiste em uma generalização do teorema de Calderón-Vaillancourt, 
[TU], baseada no teorema 3.14 de Provamos que um operador no módulo S^{]R^) 
dado por um símbolo (como no caso escalar, 0) é contínuo. Aqui estamos nos referindo 
aos operadores a(x, D), a E GB^{1R'^"', A) dados poi a{x, D)u{x) = J /(27r)~"e*'^^~^)^a(a;, 
u{y)dydC,, para u G S'^{1R^''). A integral acima é uma integral oscilatória. Novamente 
supomos que A é separável, para poder aplicar o Teorema de Convergência Dominada, 
e outras propriedades, para a integral de Bochner, jl31 (E.6)], e também para usar que 
a transformada de Fourier é um operador "unitário" em S^{]R"^) (ver apêndice B) e que 
S^iM") é denso em L'^{M',A) (ver apêndice A). 

Usando os resultados dos capítulos 2 e 3, no capítulo 4, provamos que uma gene - 
ralização natural, para uma C*-álgebra separável qualquer. A, da caracterização de 
Cordes implicaria que a conjectura de Rieffel é verdadeira. Isto generaliza os resultados 



de jl4j : lá nós provamos que a caracterização de Cordes implica a conjectura de Rieffel, 
no caso A = Ç, através de um argumento que usa o núcleo de Schwartz de um operador 
pseudo-diferencial. No capítulo 4, os argumentos que envolvem distribuições temperadas 
no capítulo 1, serão substituídos pela proposição 4.11, que se trata, na verdade, de 
uma extensão imediata, para o caso A qualquer, de um trecho da demonstração na 
caracterização de Cordes. 



Capítulo 1 



Neste capítulo vamos apresentar a conjectura proposta por Rieffel no final de [1 , Capítulo 
4] para uma C*-álgebra qualquer e veremos uma resposta para o caso da C*-álgebra dos 
números complexos. 

Seja A uma C*-álgebra. Consideremos o espaço das funções contínuas e limitadas 
de ÍR" em A, que possuem derivadas de todas as ordens que são contínuas e limitadas. 



CB^{W,A) = {F -IR 



in 



A; 



ta 



F\\oo < OO, Va}, 



onde a é um multi-índice, a = («i, «2, ■ ' ' 



g^p 



oo 



sup 

:6ÍR" 



onde esta liltima é a norma em A. 



Consideremos em CB°°{]R^,A) as seminormas 



F 




sup 

a| < 3 



onde la 



«1 + «2 + h «n- 



Deste modo vemos que CB^^^M^, A) é um espaço de Fréchet. 



4 



Dada J, uma matriz anti-simétrica n x n, definimos o produto deformado Xj em 
CB^^ilR^^^A) como segue: 

onde = {2n)^2du, = {2Tc)'2dv. Notemos que a rigor, considerando a definição 
de Rieffel do capítulo 3 de [T], nosso Xj é seu X2ttj- 

A integral acima é uma integral oscilatória. Isto é, se temos ipm ^ C'^{IR^), que 
satisfaz 

{i) sup^.gj^"|(9"-?/'m(a;)| < Cq, para cada multi-índice a, para todo m e IV, 
onde Ca G é uma constante que depende só de a. 

(u) '^mi.x) = 1, se X pertence à bola de centro na origem e raio r^, -8(0, Tm), 
onde Tm cresce para infinito; 

e também ip'f^ G C^i^M^), que satisfaz (z) e (u), então 



F{x + Jm)G(x + v)e'''-''4u4v = lim / / F(x + Jm)G(x + v)-^m{u)'^'k{v)e'''-''4u4v. 
Prova-se que o limite existe e é independente da escolha de ipm e ■«/'fc ([H (2.4)]). 

O produto deformado está bem definido em Ci?°°(iR", A) ([1, 2.2]). 
Proposição 1.1. Dadas F,G e C {M!' , A) , temos que 

F XjG{x) = j e^"(^-^)F(x - Ju)G{v)4v4u. 
Demonstração. Pelo visto acima, temos que 

F XjG{x) = lim /" í e^""'F(x + Ju)G{x + w)ipm{u)tpi{w)4u4w = 

m,k J J 

= lim / í é''^''-''^F{x + Ju)G{v)i)m{u)i)[{v-x)4u(iiv = 
lim í í e-^"(^-^)F(a; - Ju)G{v)ÍJm{-u)^i{v - x)4v(/íu 



m,k—>oo 

pela proposição IA. 181 e pelo Teorema de Fubini. Para x fixo, ipm{—u) e ipki.'^ ~ ^) 
satisfazem as condições (i) e (ii) acima, então temos: 

F XjG{x) = I e*"(^-'')F(x - Ju)G{v)(ftu(fív. ■ 



Interessa-nos CB°°{WC, Á) agindo num espaço com produto interno. Assim, vamos 
considerar as funções de Schwartz. Seja S^i^FT) o subespaço de CB°°{IR^,A) das 
funções tais que o produto de suas derivadas por polinómios em FT são limitadas. 

5^(iR") = {/ : ÍR" ^ A/ ||x"9^/|U < 00} 

para a e P multi-índices. 

Dadas F G CB'^{IR"', A) e g e S^{IR"'), prova-se que FxjgegXjF estão em 
^^(ÍR") (1, 3.3]). 

Definição 1.2. Um pré-módulo de Hilbert sobre A é um espaço vetorial sobre Ç, E, que 
é também um módulo à direita equipado com uma aplicação <■,■>: E x E A que 
é linear na segunda variável e satisfaz, para a E A,x,y E E, a.s seguintes propriedades: 

(i) < X, ya >=< x,y > a 

(ii) < x,y >*=< y,x > 

(iii) < x,x >> O 

(iv) se < x,x >= O, então x = 0. 

Em E definimos ||a;|| = || < x, x > x E E. 

Prova-se que assim E é um espaço normado lema 1.1.2]). Se ii^ é completo 
com respeito a esta norma, dizemos que E é um módulo de Hilbert. 

Nota 1.3. Podemos ler mais sobre módulos de Hilbert em |21 capítulo 1]. 

Consideremos em S^{]R^) o produto interno 

<f,g>= j f{xyg{x)dx. 

E fácil ver que S^{]R^) com este produto interno é um pré-módulo de Hilbert sobre A. 
A norma correspondente é 

ll/l|2 = ||</,/>||^ /e5^(iR'^). 

Denotemos por L a ação à esquerda de CB°°{1R^,A) em S^{1R^) dada pelo pro- 
duto deformado como segue: 



Lpg = F Xj g 



Vemos em pQ (4.7)] que Lp é um operador contínuo em S'^(iR") como pré-módulo 
de Hilbert. No capítulo 3 deste trabalho, veremos uma demonstração do Teorema de 
Calderon- Vaillancourt |10j para operadores pseudo-diferenciais com símbolo tomando 
valores em A, que também implica que Lp é contínuo. 

Além disso, o operador Lp é "adjuntável", isto é, existe (Lp)*, operador limitado 
em S^^ilR"), tal que < Lpu,v >=< u,{Lf)*v >, para todo u,v G S'^(iR"'). De fato, 
denotando por F* a função F*{x) = F{x)*, demonstra-se (ver (4.2)]) que {Lp)* = 
L p* . 

Do mesmo modo, denotemos por R a ação à direita de CB^{IR'', A) em S^{IR^): 



Observemos que Rq nao é um homomorfismo no módulo de Hilbert S^{]K^), pois. 



Ou seja, se A não é comutativa, não vale necessáriamente que RG{f)a = Raif a). 

Como feito em jTJ (4.4)], temos que, dada g G S^{]R^), o operador Rg é contínuo 
no espaço de Banach S'^(iR"), o completamento de S^{IR^) com a norma || ■ ||2. 



Denotemos com B*{S^{]R"')) os operadores em S^{IR^) que possuem adjunto. 
Como feito por Cordes, para o caso A = (p (j2J Cap.8,Sec.2]), consideremos a ação 
do grupo de Heisenberg em B*{S^{1R^)). O Grupo de Heisenberg é o espaço ]R?'^^^ 
equipado com a operação 



RGf = f^jG 



f G ^"^(ÍR"), G g Cfí°°(iR",A). 



dado a G v4 





{z, c, ^) o (/, C, ^') = iz + z',c + C, ^ + ^' - C'^), 

unidade =(0,0,0). 



Para z,C & -K", sejam os operadores T^, e B*{S^{1R"')) dados por 

^^/(a;) = /(a; - z) 

para / G S''^(iR"). Notemos que Tj e Mç são "unitários" com respeito ao "produto 
interno" < ■, ■ >. 

Observemos que vale 

T_,M^T,M_ç = e^^í M* = M_ç T; = T_, 

Assim, o sub-grupo dos operadores unitários em fí*(S'^(_K")) gerado pelos oper- 
adores Tz e Mç, GH, consiste no conjunto dos operadores 

Ez,ç,^ = e^^^MçT,, ipelR, zX ^ IR"- 

Deste modo, temos uma aplicação do grupo de Heisenberg em GH, bem definida 
(não injetora), que a cada {z, (, ip) G IB?^''^^ associa o operador A partir de agora, 

estaremos pensando no grupo GH quando mencionarmos o grupo de Heisenberg. 

Consideremos então do grupo de Heisenberg em B*{S^{I[r')) por conju- 

gação. Para T e B*(S^{Ê^) seja T^,^ = E-l^TEz,c,^. 

Observemos que T^^^ independe de ip. De agora em diante tomemos ip = O e 
denotemos por E^^ç o operador -Ez,ç,o- No final de [TJ Cap.4], Rieffel faz uma conjectura 
que, no presente contexto, pode ser enunciada como segue: 

O conjunto dos operadores Lp com F em CB°°{Fr,A) é o conjunto 
dos operadores adjuntáveis em S^{IR^) que são suaves pela ação do grupo 
de Heisenberg e comutam com Rq para toda G em C B°° [M^ , A) , ou seja os 
operadores T G B*{S'^{IR^)) tais que a aplicação (-2, C) ^z,ç é G°° para 
{z, C) G ÍR2" e [T, Rg] = 0, VG G C5°°(iR", A). 

Definição 1.4. Dado T G B*{S^{IR^)), dizemos que T é Heisenberg- suave se a aplicação 
(2, C) ^ T,,ç é para (2, C) G iR^". 



Proposição 1.5. Dada F G CB°°{1R",A), o operador Lp é Heisenberg-suave. 
Demonstração. Dada g G S^{]R^), temos, pela proposição 11.11 

Lpg{x) = j e^^^^^-^^Fix- Ju)giv)4v4u. 

Para z,( ^ por argumentos similares aos usados na proposição II -H 

E-lLpE^^çgix) = T_,M_çLFE,,çg{x) = e-'^^^+'^ LpE^^^gix + z) = 
= e-'^("+")Li.E,,^^(x + z)= e-'í("+") j e*"("+^-")F(x + z- Ju)E,^^g{v)4v4u 

= e-<(^+-) f e*"(^+^-'')F(x + z- Ju)é^''g{v - z)4v(fiu = 



F{x + z — Ju)g{w)(^w(/iu 



j e^(«+Ç)-e-™«F(x + z-J{Í + Q)g{ 



W jáWã 



ei(i^-^)F{x + z-J{^ + 0)g{w)4w4^. 
(Notemos que esta manipulação formal é válida também para integrais oscilatórias.) 

Consideremos o quociente: 



1 = 1 = 

onde = (O, ■ ■ ■ , 1, O, ■ ■ ■ , 0) G iR". 
E, pelo visto acima, 



E. 



{Lp)te.fi — Lp 



oiS.ix-w) 



F{x + tcj - JO - - -''O 



g[w)(fi,w(f 



Por 1, (4.7)] temos que existem k E IN e uma constante G iR"*", tais que 
\Lg\\ < Ck\\G\\2k, para toda G G CB^{1R", A). Sejam Ht{y) = e de^F{y) = 



limt^o Ht{y) . Como F e C B°° {M"^ , A) , temos que para todo / e IN, limt__o ||i/t - 
de^F\\i = 0. De fato, dado / G IN, \\Ht - de^F\\i = sup ||9"(iíí - de^F)\\^. Pelo Teorema 

^ ^ \a\<l ^ 

Fundamental do Cálculo, IA.14[ 

= / \^-^^^^^^P^~d,^F{y)]dh= í hd,^F{y + he,)-d,^F{y)]dh = 
J[o,t\ L J J[oA ^ 

= I - dlF{y + sej)dsdh. 
J[o,t] t J[0,h] ^ 

Logo, \\Ht{y) - de^Fiy)\\ < t\\dlF\\^, Wy G M^. 
De modo análogo, temos que 

e, assim, lini \\Ht - de^F\\i = 0, V/ G IN. 

Deste modo, \\LHt- LdePW < Cfc||i/í-<9e,-F||2fc e, portanto, limt-,o \\L - Lq^,f\\ = 
O, o que implica que existe a derivada parcial dzj{LF)z,c = ^de^F- Como obtivemos um 
operador do mesmo tipo, o processo pode ser repetido indefinidamente. Logo, Lp é 
Heisenberg-suave. ■ 

Proposição 1.6. Dadas F,G e CB°°{1R'',A), quaisquer, [Lf,Rg] = 0. 

Demonstração. Consideremos u G S"^{1R"'). 

LpRcu = F Xj Rqu = F Xj {u Xj G) 

RgLfu = Lpu xjG = {Fxju)xjG. 
Como o producto deformado é associativo (1, 2.14]), temos [Lp,Rg] = 0. ■ 

1.7. Deste modo, dado F G GB°°{]R^,A), temos que Lp é um operador Heisenberg- 
suave que comuta com Rq para todo G G GB°°{]R"', A). 



Demonstraremos a seguir a conjectura proposta por Rieffel para o caso em que a 
C*-álgebra é o conjunto dos números complexos. 



Observemos que se A = Ç, S^^ (M^) é o conjunto das funções de Schwartz S{1R^), 
a norma || • II2 é a norma de L2(iR") e ^(iR") = ^^(iR"). 

Notação 1.9. H = L'^{]BJ'). 

Teorema 1.10. . Dadas A G BiTí) e J, matriz n x n anti-simétrica, A é Heisenberg- 
suave e [A, Rg] = O VG G CB^{W) se e somente se existe F G CB°°{E!') tal que 
A = Lp. 

Cordes fez uma caracterização dos operadores suaves pela ação do grupo de Heisen- 
berg ([17]): A G B{7í) é Heisenb erg- suave se, e somente se, existe uma função a G 
CB°^{R^'') tal que Au{x) = J e*(^-f)«a(x, onde = {2n)-''/'^dy e m G 

C^IM"). A função a é chamada de símbolo de A e o operador A é um operador pseudo- 
diferencial. Ressaltamos que a integral acima é uma integral oscilatória. Além disso, 
prova-se facilmente que Au G S{1R^). O teorema de Calderon- Vaillancourt |10j mostra 
que A pode ser estendido a um operador em BiTí), 2 , Capítulo 8, secção 1]. 

Pelo visto na observação II. 81 é fácil ver que o operador Lp, onde F G C B°° {M"') , é 
um operador pseudo-diferencial com símbolo F G CB°°(IR'^^) com F{x,^) = F{x — J^). 

Vejamos agora um resultado que estabelece uma relação entre um operador pseudo- 
diferencial e seu símbolo. 

Observemos primeiramente que podemos ver ^(iR") como um sub-conjunto de 
S'{]R^), o conjunto das distribuições temperadas, como segue: cada / G S{IR^) deter- 
mina um funcional linear contínuo em S'(iR"), F, dado por: 



(H cap.8,sec.5(i)]). 

Definição 1.11. Uma função / G C{IR^) é dita de crescimento polinomial se existe 
iV > O tal que (1 + |a;|)~^/ é limitada. 





fg para g G S'(iR") 



Proposição 1.12. Existe um isomorfismo T em ^'(ÍR2") tal que todo A e B{n), 
opera -dor pseudo-diferencial com símbolo a e CB°°{IR^''), satisfaz 

<T{a),uiS)v >=< Av,u> u,v e S{]BJ'), 

onde u®v denota a função u®v{x,y) = u{x)v{y). 
Demonstração. Sejam ip,^) : S{IR^'^) S{1R^'^) dadas por 

'P{f){x,y) = f{x,x-y) 

(p, ip são isomorfismos. 
Seja T = ip o ip. 



<r(/).,>=y^o,,(/)(.,,M..,Mrf,= 

'ijj{f){x, X — y)g{x,y)dxdy = / 'ijj{f){x, z)g{x, x — z)dxdz 



(27r)-" e"-^f{x,Od^j ^{9){x, z)dxdz = 

f{x, 0^ o ^{9){x, Odxd^ =< /, ^ o if{g) > . 

Se T = ip o ip, temos < T{f),g >=< f,T{g) > . Então, T se estende a um 
isomorfismo em S'{IR?'"') (ver [3, cap.8,sec.5]), que também chamamos T, definido como 
segue. Para Q G S\IR^'^), 

<T{Q),g>=< Q,ng)>. 

Notemos que T é um operador contínuo em S'{IR^^) com a topologia fraca *. 

Dada a E CB°°(]R'^^), a tem crescimento polinomial; logo a define uma dis- 
tribuição em ^'(ÍR2«) v.3]). 



Para u,v e 5(iR"), 



< T{a),u (g) V >=< a, T{u ® v) > . 

E 



Então 

<a,f{u®v) >= I a(a;,í/)(27r)-V^^M(x) / e-'y^v{^)d^dxdy 



3*^^"" ^^a{x,y)v{^)4^4y ] u{x)dx =< Av,u > .1 



Corolário 1.13. Dado A G B{7í), operador pseudo-diferencial com símbolo a G CB°°{]R^' 
a aplicação a — A é injetora. 

Demonstração. Pela proposição ()1.12j) , temos que existe um isomorfismo T em 
S"(iR^") tal que, para u,v E S{IR^) vale < T{a),u ® v >=< Av, u > . Logo, se A = O, 
< T{a),u0v >= 0. Como 5(iR") ® 5(iR") é denso em ^(iR^"), [8, teorema 51.6], então 
temos que T(a) = O, o que implica a = 0. ■ 

Nota 1.14. Citaremos a seguir, na proposição ()1.16p , o lema 2 de |14j . que afirma 
que existe uma seqiiência {ek)^^]j\i em S^M^) tal que Le^. converge para a identidade na 
topologia forte de operadores. 

Notação 1.15. Seja A o conjunto dos operadores Heisenberg-suaves, A, tais que 

[A,Rg]=0 \JG eCB^^^M'). 

Pela caracterização de Cordes, todo A G ^ é da forma A = a{x, D) para alguma 
a G CS°°(ÍR2"). 

Proposição 1.16. Dado A E A, existe uma seqiiência {fk)i^^]j\[ em S{1R^) de modo 
que Lf^ convege para A na topologia forte de operadores. 



Demonstração. Seja {Gk)^.^]jS[ uma sequência em S{1R") tal que Lgj. converge para 
a identidade na topologia forte de operadores |14[ Lema 2]. Como A mantém S'(iR") 
invariante, A{ek) G S{]R"'). Seja = A{ek)- 
Dada u e 5(iR"), 

Lf^u = fk^-j u = Ack y~.ju = RuAck = ARuCk = AL^^u. 

Assim, Lf^ = ALe^ , pois S{IR^) é denso em H; e, como Le^. converge para / G Í3(7Y) 
na topologia forte de operadores, então Lf^ converge para A nesta topologia. ■ 

Proposição 1.17. Dado A A, seja {Fk) uma seqiiência de funções em CB°°{1R"') de 
modo que A é limite de Lp^ na topologia forte de operadores. Se a é o símbolo de ^ e 
Ofc é o símbolo de Lp^^, então temos — > a em S"(-K^"). 

Demonstração. Por hipótese vale que 

Lp^v — > Av \fv G H. 

Logo, 

<Lp^v,u> — ><Av,u> \/u,v e S{R"'). 
Logo, pela proposição p.l2j) 

< T{ak),u f > — > < T{a),u ^ v > . 

ou seja, < T{ak) — T{a),u ® v > — ^k->oo 0. 

Queremos provar que, para toda h G S{]R^'^), < T(ak) — T{a), h > — >k^oo 0. 

Primeiramente, observemos que, pelo Princípio da Limitação Uniforme, sup||Li?^ || < 
oo (ver teorema 2.6]). 

Além disso, vemos em |H1 teorema 5L6] que S{1R"') ® S{1R"') é denso em S{1R^^). 
Pelo corolário anterior ao teorema 51.6, temos que S{IR"') é nuclear; logo, pelo feito na 
segunda página do capítulo 50, temos que S'(iR"') ® S'(iR") = S'(iR"') (g)^ S{1R"'), onde 
é definido em |H1 capítulo 43, definição 43.2]. 

Assim, pelo teorema 45.1 de [S], temos que dada h G ^(iR^"), existem seqiiências 
('^j)j&IN ^ ('^j)jelN 5'(iR^"), convergindo a zero, e (Aj)^.ç^, Xj G (p, tal que Y.j l\l < 
oo, que satisfazem 

h = XjUj ® Vj. 
j 



Como visto acima, temos que, para todo j, 



lim < r(afe) - T{a),Uj <^ vj > ^ 0. 

E, considerando que: 

1. < T{ak) — T{a),Uj (8) Vj >=< {Lp^. — A)vj, Uj >, 

2. {uj) e {vj) convergem a zero em S{]R^) e, portanto, convergem a zero em L^(J?"), 

3. supj^.||Lj^j. II < oo, 

temos que supjijj |< T{ak) — T{a),Uj ^Vj >\ < oo. Portanto, pelo Teorema da Con- 
vergência Dominada para séries, limfe_>oo < T{ak) — T{a),Uj <^Vj>— 0. 

Isto é, limfc_^oo < T{ak) — T{a),h > = 0. Como T é isomorfismo em S'{IR^"'), 
temos então que {ak) converge para a em S'{IR^'^). ■ 

Definição 1.18. Dadas funções a,b e C°°{1R'^"'), definimos seu colchete de Poisson 
como segue: 



da dh da db 



dxjd^j d^jdxj 

Proposição 1.19. Dadas F,G E CB°°{1R"') e J matriz anti-simétrica n x n, sejam 

a{x,O^F{x-JO 

e 

b{x,0 = G{x + JO. 

Então, {a, b} = 0. 

Demonstração. Fazendo contas, temos que: 



rj o7 O or n n n n 

* * * * j=i i=i j=i j=i 

Assim, 

n n 

{a, b} = J2 Y^{JjidiFdjG + JjidiGdjF) 
e {a, 0} = O pois J é anti-simétrica. ■ 

Notação 1.20. Seja Vb{^^) o conjunto das funções em C°°{]R^) tais que elas e todas 
as suas derivadas são de crescimento polinomial. 

Proposição 1.21. Dadas A E A, com símbolo a E CB°^(]R"), e a função b{x,^) = 
G{x + J^), com G E Pb(ÍR^"), então {a, b} = 0. 

Demonstração. Dado A E A, existe uma seqiiência(Afc)^g^, onde Ak = Lp^,, com 
Fk E S{]R^), de modo que (^fc)^g^ converge para A na topologia forte de operadores, 
ll.lfíl Se afc é o símbolo de Ak, vimos que {o-k)kç]j\[ converge para a em S'{IR^^) p.l7j) . 
Como o símbolo de A^ é Fk{x — J^), temos pela proposição anterior que {ak,b} = 

O, yk. 

Como b E Pb(ÍR^"), {ak,b} E ^(iR^"), VA;. Como — > a em S\IR^'^), e como 
a multiplicação por uma derivada qualquer da função b é uma operação contínua em 
5'(ÍR2") (4, V.3]), temos que : 

db dttk db da 

dii dxi dii dxi 

e 

db dak db da 

dxi dii dxi dii 

em S'{]R'^"'), e vale que {flfc, 6} — > {ci,b} em S"(iR^"'). Como {cifc, 6} = Vfc temos 
que {a, 6} = 0. ■ 

Lema 1.22. Seja a E GB°°{R^'') que satisfaz {a,b} = O para qualquer b E Vb{1R ") 
com 6(x,0 = G{x + JO- Então existe F E GB^{W) tal que a(x,0 = F{x - JÍ). 



Demonstração. Seja bi a projeçao de x + na coordenada i, 



bi{x,^) = Xi + ^ JifcCfc. 



fc=i 



Assim definida, bi E Vb{JR^^) e, pela proposição anterior, temos {a,6í} = O, para todo 
í = 1, ■ ■ ■ , n. Logo, 

Ou seja, 

9a ^ da . 

-— = > Jii — — i = 1, ■ ■ ■ ,n. * 

d^, ^ ^ ^ 

Portanto, aplicando as ideias de |(X5l 2.1], temos que 

a(x, O = O + ■§(- Jji, ■ ■ ■ , - Jm, ej)), (**) 

para todo (x, ^) G iR^", para todo s E M, para qualquer i G {1,2, ■ ■ ■ ,n}, onde {cj} é 
uma base ortonormal de iR", Cj = (O, ■ ■ ■ , 0, 1, O, ■ ■ ■ ,0). 

Agora, em (**), consideremos Si em lugar de s, z = 1, e (x.^) = (xo,0): 



a(xo, 0) = a((xo, 0) + Jn, ■ ■ ■ , - Ji„, ei)) = a((xo, 0) + (- JnSi, ■ ■ ■ , - Ji^Si, SiCi)). 

Apliquemos (**) novamente para S2 no lugar de s, i = 2 e (x, ^) = (xq— ( JuSi, • • • , Ji„Si), 
SiCi). Assim, temos 



a(Xo, 0) = a(Xo + (- JllSi, ■ ■ ■ , - JlnSl) + (- J21S2, ■ ■ ■ , -^2nS2), SlCi + 5262). 

Repetindo o raciocínio para i = 3, - ■ ■ ,n, temos 

n n n 

a(Xo, 0) = a(xo - JíI^í, ■ ■ ■ , ^m^n), ^ SiCí). 

i=l i=l i=l 

Como J é anti-simétrica, tomando ^ = (si, • ■ • , s„), temos: 



a(xo,0) = a(xo + 
Seja F(x) = a(x, 0). Então a(x, ^) = F(x — JÍ). ■ 



Corolário 1.23. Dado A e A, existe F e CB'^{IR!') tal que A = Lp. 

Demonstração. Dado A E A, pela caracterização feita por Cordes dos operadores 
Heisenberg- suaves, A é um operador pseudo-diferencial. Seja a E CB°°(IR^^) seu 
símbolo. Pela proposição (|1.21|) , dada b{x,^) = G{x + J^), com G G Vb{1R^), temos 
{a, b} = 0. Assim, pelo lema (ir^ , existe F e CB'^{R'') tal que a(x.O = F{x - J^). 
Temos, então, que o operador A tem símbolo F{x — J^), ou seja, A = Lp. ■ 

Com isto fica provado o Teorema (jl.lOj) e portanto a questão proposta por Rieffel, 
no caso da C*-álgebra ser o conjunto dos niimeros complexos. 



Capítulo 2 

Seja A uma C*-álgcbra separável ao longo deste capítulo. Consideremos, novamente, a 
ação do grupo de Heisenberg em E*{S^{IR^)) , 

onde T e B*{S\Et)) e E,,^u{x) = e<^'u(a; - ^) se w e S^{IR!'). 
Notação 2.1. r,,ç = E-lTE,,^. 

Definição 2.2. Dizemos que T e B*{S''^(1R"')) é Heisenberg- suave se a aplicação (z, C) i-^ 
Tz,c^ é C°°. Dizemos que T G B*{S^{IRJ'')) é suave por translações se a aplicação 2; T^^ 
é C°°. 

Neste capítulo veremos que dado um operador T em B*{S^{IRP')) que comuta com 
qualquer operador Rg para g em S^{M") (ver capítulo 1), se T é suave por translações 
então é Heisenberg-suave. 

Lema 2.3. Seja / : iR" — > A uma função contínua tal que sup^^^" < 00 

para todo inteiro positivo l. Então, dada J, matriz anti-simétrica n x n, para cada 
l e Z+ e para todo £ > O, existe 5 > O de modo que 

\x\yix + JOe'^^-fix)\\<e 

para quaisquer x, ^ e iR" com |^| < ô. 
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Demonstração. Dados e > O, l e existe Ri e ]N tal que se \x\ > Ri, 

\4\\m\\<l- (1) 

Seja dj, O < dj < 1, tal que se |^| < dj, \ J^\ < 1. Consideremos 

Xf,i = {{x,C) e ír2", |x| <Ri + l, \C\ < dj}. 

Embora a notação fique um pouco "carregada", consideramos que é necessário para 
situar mais facilmente o leitor. 

1° passo: / = 0. 

Se g{x,^) — f{x + J^)e*^^, g é uniformemente contínua em Xf^Q, pois Xf^ é 
compacto. Logo, dado £ > O existe 5 > O, S < dj, tal que se \{x,^) — {x',^')\ < S e 
(a;, O, (x',^') e temos \\gix,^) ~ g{x',^')\\ < e. Seja, agora, (x', f ) = {x,0). Assim 
\{x,0-W,C)\ = Kl- Portanto, se ICI < õ, \\f{x + J^)e''-'^-f{x)\\ < £ para todo a; G iR" 
com |a;| < i?o + 1- 

Se \x\ > Rq + 1 e 1^1 < õ, \x + > Rq pois | < 1, e temos, por (1): 
\\f{x + JOe-^ - f{x)\\ < \\f{x + JOII + < I + I = 

2° passo: / qualquer. 

Seja h{x) = Pelo primeiro passo, aplicado a h, temos que existe ai < dj 

tal que, se |^| < cr;, então 

II k + ^el7(^ + ^Oe"^ - kl7(^)ll < s. (2) 
E notemos que, por (2), se |^| < cr;, 

\xW{x + JOe"« - /(a:)|| < |||x + J^\'f{x + JOe^^« - \x\^f{x)\\ + \\\x\'f{x + JOe"«- 

\x + JiUix + JC)e''"«|| <e+\ \x\' -\x + Ji\'\\\f{x + J^) \\. (3) 

Se (x, O e X/,/, k + >^ei < + 2, pois I JCI < 1. 

Seja K — sup|j^|<^^_,.2ll/(y)ll- Se ^) = |x + J^j', p é uniformemente contínua 
em Xf^i. Assim, dado £ > O, existe 5i > O, 5; < ai {5i depende de l), tal que se 



(a;,0,(a;',O ^ Xf^i e - < 6i então \p{x,C) -p{x',C)\ < f • Tomando 

(x',^') = (x, 0), temos + J^|' — < para |,^| < ôi e \x\ < Ri + 1. 

Logo, se 1^1 < 5;, temos J^)e*^^ — < 2e para |x| < -R^ + 1. 

Se |x| > i?/ + 1, e 1^1 < 5; < cT; < d j, temos que \x + JC, \ > Ri pois \JC, \ < 1. Sem 
perda de generalidade, consideremos i?; > 1 e teremos: | < 1 < Ri < \x + J^\. 

Assim 

\x\ = \x + J^- <\x + J^\ + I J^l < 2\x + J^\. (4) 
O lado direito de (3) é, portanto, menor ou igual a 

e + \x\'\\fix + JOII + \x + J^\'\\fix + JOII < 

<e + 2'\x + J^\'\\f{x + JOII + \x + J^\'\\f{x + J^)\\<e + (2' + 

por (1), já que \x + > Ri. 

Ou seja, dado e > O, existe ôi > O tal que 

\x\^\\f(x + J0\K^-fix)\\<e{2^~' + ^) 

para x, ^ G iR" com |x| > i?/ + 1 e |^| < 6i. 

Para todo > O, seja e > O de modo que ê:(2'~^ + |) < e 2£: < e'. 
Assim, temos que, para qualquer e' > O, existe Si > O tal que |x|'||/(a; + J,^)e"'^ — 
< e', para todo x G iR" e ^ G iR" com |^| < ôi, tendo fixado l e IN. M 

Observação 2.4. Usaremos o lema ()2.3|1 na demonstração da proposição ()2.5|) do 
seguinte modo: estaremos considerando a função s{x) = (1 + |x|)" e vamos provar que, 
dado El > O, existe 5 > O tal que, se |,^| < 6, s(x)||/(x + J^)e"'^ — /(x)|| < ei. Notemos 
que s{x) é uma soma finita de termos do tipo q|x|', onde q G TL^ é uma constante, e 
/ G {0, 1, ■ ■ ■ ,n}. Dado qualquer ei > O, escolhemos e > O de modo que ^^Qf^ < ^i- 
Para cada valor de l, aplicamos o lema ()2.3p . Isto demonstra a afirmação. 

Proposição 2.5. Dada J, matriz anti-simétrica n x n, existe uma seqiiência (e^) em 
5^(iR") tal que, para toda / G ^^(iR"), temos lim^^o i^e, (/) = / em ^^(iR") com || ||2. 



Demonstração. Como A é separável, admite uma aproximação da unidade que é uma 

sequência ([51 Remark(3.11)]). Seja {uk)j.tz]l\l uma aproximação da unidade para A, com 

Wfc > O e ll-Ufcll < 1 para todo k G IN. 

Seja íp G C^{IR^),iIj > O tal que o suporte de ip está contido na bola unitária, 

(supp(í/^) Ç 5(0,1)), e / ^^{Od^ = 1- Para k G seja Vfc(0 = ^"^'(^0; assim 

J IR" 

supp('0fc) Ç 5(0, i). Seja 0fc = ípkUk- Assim supp(0fc) Ç B{0, 1) e (pkiO^^ = '^k- 

Seja ipk dada por í e-'y^My)4y = MO- Como 0^ G (iR", A), V^fc e ^^(iR"). Co- 
mo feito na proposição. II. e, por (1.13)], para / G S^i^M^) temos que Rf{ipk){x) = 
j e'<Mí)f{x+Ji)4i. 

Como j (t)k{Of{^)dÍ = Ukf{x), temos: 



\\{2n)^Rf{Vk){x)-Ukf{x)\\< I ||e-«0,(O/(x + JO-0A.(O/(a:)IMe< 



Pela observação ()2.4|) temos que, para todo e > O existe í > O tal que, se k > ^: 
s(x)||(27r)ti?^(^,)(x) - Ukf{x)\\ < e í HMOH < ^, 

pois 

í WMOWd^ = [ MOdOM < 1, para A; > f 

Portanto 

||(27r)ti?^(^,)-u,/||2 < / \\{2n)'^Rjiif,){xyu,f{x)rdx < í -^dx. (1) 

J ]R J IR s\X) 

For outro lado. ||/ - < / ||(/ - .,/)(.)f á.. Como é ap_ào da 

unidade em A, para cada a; G temos que lim^^^oo \\f{x) — Ukf{x)\\ = 0. Além disso, 
||/(a;) - Ukf{x)\\ < 2||/(a;)||. Como 2||/(a:)|| G L^{1R^), pelo Teorema da Convergência 
Dominada, temos que lim^^oo J \\if — Ukf){x)\\'^dx = O, o que implica que 

lim \\f-ukfh = 0. (2) 

fe^oo 



Portanto, por (1) e (2), limfc_^oo || (27r) 2 - = 0. 

Tomando Ck = {2n)~^Lpk, temos que lim^^^oo \\Rf{^k) — /II2 = 0. 

Observamos que Rf{ek) = Ck y<j f = L^^^f). Portanto, temos que para toda / G 
S^ilR^, lim,_ooí^e,(/) = / em (5^(iR"), || ■ h). U 



Usamos agora argumentos semelhantes a secção 1]. 

Definição 2.6. Dada F e S^{]R"), para cada g e 5^(iR") definimos Lpig) = Rg{F). 
Como Rg é contínuo em {S^{]R^),\\ ■ II2), se estende a S^{1R^), logo Lp está bem definido, 
como operador de S'^(iR") em ^^(iR"). 

Corolário 2.7. Dado T G B*{S^{1R"')) que comuta com Rg para qualquer g G S'^(iR"'), 
existe (Ffc) em 5^(iR") tal que lim^^oo Lp.ig) = T{g), Vc/ G 5^(iR"). 

Demonstração. Pela proposição ()2.5p existe uma seqíiência (e^) em S^Í^FT') tal que 
lim,^oo^e,(í?)=í?,V(7G^^(iR"). 

Por outro lado, temos que Lts^Q = RgTck = TRgC^ = TL^^g. Portanto, 

\im LTjg)=T{g), V^? G 5^(iR"). 

k—too " 

Tomando = Te^ temos a tese. ■ 

Observação 2.8. Notemos que o operador Lp^ acima é contínuo para todo k G 7L^ , 
pois WLp^^W = ||LtêJ| = II^^LeJI < ||T||||LeJ|. 

Proposição 2.9. Sejam U,V G B*{S^{IR^)) operadores que preservam S^{IR^). Supo- 
nhamos que para toda h G 5^(iR") vale U*LhU = V*LhV. Então, dada F G S^(iR"), 
temos U*LpU = V*LpV. Aqui estamos vendo os operadores U*LpU e V*LpV como 
operadores de S^{1R"') em ^^(iR"), não necessariamente limitados. 

Demonstração. Dada F G S^{]R^), existe uma seqíiência (h^) em S^^Í^IR^) tal que 
limfc^oo hk = F em S^{]R^). Dada (7 G S^{]R^), como -R^, é contínuo em S'^(iR"'), temos 



= = lim Rg{hk). 

k—too 



Calculemos (lembrando que U{g) G 5^(iR") e V{g) G 5^(iR")): 

U*LpU{g) = U* lim Ruig){K) = lim f/*i?t/(g)(/ifc) = 
= lim U*Lh,U{g) = lim = V* lim i?y(<,)(/ifc) = V^*í:^V^(í7). 

fc— >oo k^oo A;— >oo 



Lema 2.10. Dada /i G 5^(iR'') vale que (L/,)^,^ = {Lh] 



z-.J(,0- 



Demonstração. Lembremos que {Lh)z,( = ^LhEz^^, onde E^^^ = M^T^, com 
Mçu{x) = e^^^ui^x), Tz{u){x) = u{x — z) para u G S^{1R^) (ver capítulo 1 e notação 
(J2III)). Além disso, 

E-lu{x) = T_zM_çu{x) = e-^^(^+")M(x + z). 
Dada ^ G 5^(iR"), 

= j e-''^ye'^yg{y-z)iy = j e-'^^-<^^y+^^g{y)4y = e~"^^-^^g{^ ~ (). 
Portanto, por [1, (3.1)] 

{L,)z,cg{x) = e-^«(^+^)L,E,,ç(7(x + z) = e-^í(^+^) J é^^+^^%x + z - J0Ê5(0 = 

= e-^í(^+") y e'^^e''^'h{x + z-J^)g{^-C)4^ = e-"^"" J e"(«+^)/i(a; + 2- J(e + C))^(0^^ = 
Isto é, 

iL,)z,cgix) = j e^^^hix + Z-JC- JOgm^ 

para qualquer (z, () G iR^". 
Logo, 

{U)z^jç,og{x) = j e"'«/i(x + (^ - JC) - 

Portanto, para qualquer g G ^^(iR"), {Lh)z,({9) = {Lhjz-JcÁd)- Como é 
contínua em S^{IR^), temos {Lh)z,( = (-^/i)2-JC,o-* 



Corolário 2.11. Dada F G S^^^IFT), temos {Lf)z,c = {Lf)z-jc,o^ como operadores de 
S\]R!') em 5^(iR"). 

Demonstração. Sejam U = Ez^( e V = Ez-j^fl- Notemos que, dada h E S^{IR^), 
U{h) e V{h) pertencem a ^^(iR"). Logo, por (Q e dTTIUl , temos 

{Lf)z,c = {Lf)z~jc,o- ■ 

Teorema 2.12. Seja T e B*{S\W)) com TRg = RgT para toda g e S^IR"). Se T 
é suave por translações, então T é Heisenberg-suave. 

Demonstração. Pelo corolário ()2.7j) , temos que existe uma seqiiência [Fk) em S'^{]R^) 
tal que limk^oo LF^{g) = T{g), ^g E S^{]R'^). Isto implica que para (-2, C) ^ -K^" 
temos limfc_^oo(-^Fft)z,c(5') = T^^c^^g), 'ig E S^{IR"'). Além disso, pelo (j2.1H) , temos que 
limfc_^oo(^Fj^,ç(5') = limfc-.oo(^Fjz-JC,o(5'), V^f G ^^(iR"). Assim, T^.c^íâ-) = T^_j(^,o(5'), 
V(7 G S^{]R^) e, como T é contínua, temos T^^^ = Tz-j^o- 
Como T é suave por translações, a aplicação 

C) — ' z- JC — > T^-jc,o 
é ou seja (2, C) — > T^,c é C~.B 



Capítulo 3 



Neste capítulo veremos uma generalização do teorema de Calderon- Vaillancourt 
|10j para operadores pseudo-diferenciais com símbolos tomando valores numa C*-álgebra 
separável, baseada na demonstração feita por Seiler em 

Dadas uma C*-álgebra separável A e uma função a em C B°° {]R^" , A) , veremos 
que o operador a{x, D) dado por 

(I) a(x, D)uix) = j e*(^-^)«a(x, Í)u{y)(/iy4i para u em ^^(iR") 

é contínuo com a norma || II2; ||ií||2 = || / u{x)*u{x)dx\\'2 . 

A integral em (I) deve ser entendida como uma integral oscilatória. Mais precisa- 
mente, para cada a; G iR", a(x, D)m(x) = lim / / e^^^~'y^^a{x,^)u{y)ilJm{y)'4^ki04y4^^ 



onde iprn, i^k são as seqiiências introduzidas na segunda página do capítulo 1. Demonstra- 
se, então, que a integral oscilatória é igual à integral iterada (não necessariamente ab- 

e-'y^u{y)4y 4C 



solutamente converg ente) J e"«a(a;,0 
Observação 3.1. Notemos que o operador dado por 



não é um homomorfismo de módulos à direita em S'^{1R"'), se A não é comutativa, pois, 
dados b e A,u e 5^(iR"), a{x, D)R{ub){x) = J é^''-y'^^u{y)ha{x,Í)4y(/ÍÍ e a{x,D)R{u) 
h{x) = J e^^^~y^^u{y)a{x,^)b4y4^. Ou seja, em geral, a{x, D)R(ub) e a{x, D)ji{u)b não 
são iguais. 
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Definição 3.2. Definimos a transformada de Fourier de u em S^{1R^) como segue: 

m = í e''My)<fiy. 



Observação 3.3. Temos (como no caso escalar) que a transformada de Fourier é um 
operador contínuo e inversível em S^{IR^). Além disso, é uma isometria com relação à 

Observação 3.4. Notemos que, pelo Teorema da Convergência Dominada ()A.7|) . a(x. D) 
u é uma função contínua, pois ||e*'^^a(a;, ^)íí(,^) || < ||a||oo||í^(0 II ^ L^{IR^). 

Definição 3.5. Dada a G CB°°{R^'', A), seja n (a) = sup{||(9^(9^a||oo, /?, 7 < (1, 1, ■ ■ ■ ,!)}• 

Notação 3.6. a = (1, 1, ■ ■ ■ , 1) G W". 

Lema 3.7. Seja 4> e C^{IR^'^) com ^ = l perto do zero. Dada a e C5°°(ÍR2", A), 
seja ae{y,ri) = (f){ey,eri)a{y,ri), O < e < 1. Então existe uma constante Ci G iR^, 
independente de a e e, tal que vr(ae) < Ci7r(a). 

Demonstração. Dados os multi-índices /3,7 < a. 



.71+72=7 



Pl+P2=P 71+72=7 



Portanto, se (f)s{x,y) = (f){ey,ex), temos: 



/3i</3 7i<7 



Assim, 



vr(a,)< E E \\d'yd:;<l>\Unia). M 

Nota 3.8. Dadas f,g E L'^{M', A) (verHH), {f\g) = j f{xyg{x)dx está bem definido, 
pois f*g G L\R'',A) (veilKM) por Hõlder §\ 6.2]. E temos que (-l-) : L'^{M^,A) x 
A é contínua como função das duas variáveis, pois IK/lí?)! < ||/||l2 IklU^. 
Notemos que, se /ii, /i2 G S^{Fr), (/ii|/i2) =< ^1,^2 >• E temos que \\h\\2 < ||/í-||l25 
para h G 5^(iR"). 



Proposição 3.9. L^(iR", A) Ç ^^(iR") e a inclusão é contínua. 

Demonstração. Definamos l : (^^(iR"), ^ 5^(iR") por = h, h e 5^(iR"). 

Notemos que ||'-(/i)||2 = ||^||2 < ||^||l2- Portanto, l é continua. 

Seja X : L^{1R"', A) S'^{IR^) a linica extensão contínua de t. Provemos que X é 
injetora; ou seja que se X(/) = ^ / = O, para / G L^(iR", A). 

Dada / G L'^{IR^ , A), seja (/„) uma seqiiência em S^^M"") tal que limm-»oo ||/m — 
/ll^^ = o Íver r09|l . Para g G L'^{R'',A) temos que (por Hõlder): - /|^)|| < 

J f){xrg{x)\\dx < fUMÍL,. Logo, 

(1) ifmlg) - ifW), \/geL\lR\A). 

Se X(/) = O, como X è continua, T{fm) — > O, ou seja, H/mlh 0. Assim, dada 
h G S^iM''), II < > II < ll/mbll/ilh ^ O por Cauchy-Schwartz ^ lemma 1.1.2]. 

Ou seja, 

(2) iif) = o ^ <u,h>^o, \/heS^iR^). 

Suponhamos X(/) = 0. Então, dada h G 5^(iR"), por (1) e (2) temos {f\h) = 0; 
em particular, para todo m G IV, (/|/m) = 0. Novamente por (1), tomando g = f, 
temos que (/|/m) (/|/) 6, portanto, (/|/) = O, ou seja, / = O, ()A.17|) e X é injetora.H 

Corolário 3.10. Se f,g E L'^{R'',A), então < f,g >= {f\g). Em particular, ||/||2 = 
j f{xyf{x)dx . 

Demonstração. Sejam {fm) e {gu) seqiiências em S^{IR^) que convergem em L'^{IR^, A) 
para f e g, respectivamente. Como a inclusão L'^{1R"',A) Ç S^{1R"') é contínua, (pela 
proposição 13. 9|) . (/„) e (gk) convergem em S'^(iR") para f e g, respectivamente. Por- 
tanto, (ver I3.8|l . 

iflg) ' — ifm\9k) =< fm,9k > — ^< f,9> ■ 
Isto é < f,g >= j f{xy g{x)dx. ■ 

Observação 3.11. Se Dy^ = -idy^, vale que {i + x^é^^y = [i + Dy^é^^y, x,y e FT. 
(Escrevemos {i + x) querendo dizer {ia + x)). 



Proposição 3.12. Dadas a E C (R^'' , A) e u E 5^(iR"), então a{x,D){u) E 
L\1R'',A). 

Demonstração. Notemos que, pela observação 13 .41 a{x,D){u){x) é uma função 
contínua de em A e, portanto, mensurável. 



a{x, D){u){x) = J e''''^a{x,ri)ú{T])(^T] = J {i + x) ""[{i + x)"'e''''^]a{x,r])ú{r])(^r] = 

(para a última igualdade fizemos integração por partes, ver IA.15|) . 

Como a E C {IR^'' , A) e ú E ^^(iR"), (EH , a última integral é limita- 
da; digamos que, em norma, é menor ou igual que C2 E . Veremos na obser- 
vação ()3.14p que C2 depende de a e de u, mas não depende de x. Assim, temos 
\\a{x,D){u)\\l^<4 j K + xl-^l^^ldx e portanto a(x, G L2(iR", A). ■ 



Corolário 3.13. Pela Proposição a{x,D){u) E 

Observação 3.14. Sobre a constante C2 da proposição (|3.12j) . 

e'-^[{z-DXa{x,r])ú{r])]4r] 



< J Wit -DXaix,r])ú 

e temos que {i — Dn)'^a{x,ri)ú{ri) é soma de termos do tipo D^^a{x,ri)D'^^ú{ri) (multi- 
plicados por uma potência de i) e vale 



\\D'^^a{x,v)D'^-ú{v)\\<7r{a)\\D'^M 

onde «1,0:2 < a. Assim, || J e""''[(2 - Dj^)"a{x,r])ú{r])](^r]\\ < Mir^a), onde M E é 
uma constante (que depende de n e de u) que tem a ver com a soma citada acima (número 
de termos e módulo das constantes) e com a soma das integrais do tipo J \\D^^ú{ri)\\^ri. 
Logo, a constante C2 mencionada acima é MTT{a), onde M não depende de a nem de x. 



A seguinte proposição foi baseada no lema 3.13 de |llj . 



Proposição 3.15. Dados a e como no lema ()3.7|) e u,v E S^^^M"), vale que 
< V, ae(x, D)u > — > < V, a{x, D)u > em A. 



Demonstração. Sejam = a^; — a {bs G CB°°{1R''',Á)) e Be = h,{x,D). Provemos 



que < v,BeU > — ^ O B^u^x) = j é'^'^he{x,'q)u{vi)(fi,ri, e temos que \\é'^%£{x^ri)u{rf)\\ < 

^(M 11^(^)11- 

Observemos que, pelo lema ()3.7|) , existe ci G M^, independente de bs, tal que 

7r(6e) = 7r(a£ — a) < vr(a£) + 7r(a) < (ci + l)7r(a). Portanto, ||e*'^''6e(x, ?7)íí(?7)|| < (ci + 
lMa)\\úm. 

Como \\e'^^'^be{x,r])ú{r])\\ — O e J ||íí(?7) Hçlr] < oo, pelo Teorema da Convergência 
Dominada, [[^^«(x)!! — > O, para cada x G iR". 

Por outro lado, como visto na proposição ()3.12|) e na observação ()3.14|) , existe 
uma constante M G M^, independente de e, tal que 



J \\B,u{x)\\'^dx<M^Tí{hefj \i + x\-^\''\dx< M^{ci + 1)^71 {af j \i + x\'^\'^\dx 



< oo. 



Novamente, pelo Teorema da Convergência Dominada, ||í?£u||l2 ^ O- Isto implica que 
||-Seií||2 O por (j3.8p . Finalmente, por Cauchy-Scliwarz, como || < v^B^^u > \\ < 
||t'||2||-Be'u||2, temos que < v,ae{x, D)u >— >< v,a{x, D)u > em A. ■ 

Nota 3.16. Dada a G C B°^ {R^'' , A) , pelo visto na proposição (jTT^ , a{x,D){u) G 
L2(iR",y4), para u G S'^{R"'). Assim, pela nota (|TH| , < v,a{x,D)u > está bem 
definido para v G S"^(iR"). 

Lema 3.17. Dada u G ^^(iR") seja = j e"'^^^ + x - y)-'^u{y)dy. Então, 

/ G L^M^^^.A). 

Demonstração. Como para qualquer N E IN 



temos 



Queremos provar que a integral acima é combinação linear de termos do tipo 



e-'y^d^u{y){t + x-y)'^dy, /? > O e 7 > a. 



Para isto, calculemos, para j = 1, ■ ■ ■ ,n, M, P < N: 

I dy^ [{1 - A^re-^y^] [{1 - Ayfu{y){z + x - y)-"] dy = (*). 

Para (x, ^) fixo, o integrando acima é uma função de L^{]R^\ A), pois u G S''^(iR"). 
Sejam g{y) = {1 - Ay)^^ C^y^ e h{y) = {1 - Ay)^u{y){i + x - y)'". Pelo corolário 1X161 
temos que 

j [dy^giv)] {y)dy = - j g{y){dy,h{y))dy. 
Pelo Teorema de Fubini ()A.13|) . temos, tomando j = l sem perda de generalidade: 

T ( [ dy,g{y)h{y)dyi^ ■ ■ ■ dyn = 



lim g{R, 1/2, • • ■ , yn)h{R, 2/2, •■ ■ , yn)- 



lim g{R,y2,- ■ ■ ,yn)h{R,y2,- ■ ■ ,yn 
it— >— 00 



dy2, ■■■ ,dyr, 



pelo Teorema Fundamental do Cálculo, IA. 141 

Cada um dos limites acima é igual a zero. Portanto, 



[^y^9iy)]Hy)dy = - J g{y)[dy,h{y)]dy, 

isto é, podemos fazer a integração por partes. Deste modo, temos que f{x,^) é combi- 
nação linear de termos do tipo 



-'y^d^uiy){t + x-y)-^dy, /3>0,7> 



a, 



onde a integral é finita pois u G S^{Fr). 

Por outro lado, pela desigualdade de Petree í |15[ (3.6)]), temos que 



VI + X? ■ ■ ■ ^/1 + xl 



E, além disso, 



Deste modo, é menor ou igual que uma combinação linear de termos do 



tipo 



4" 



(i + ie|2ryr+^---v/r+4 

que pertence a L'^{]R^'') para > f . Então / G L'^ {IR^'^ , A) . 



+ ■ ■ • V^+yídy, > o. 



Lema 3.18. Dada m G S^^IK^), seja = j €-'^^{1 + x -yyu{y)4y. Então existe 

C3 G ÍR"^, independente de / e de m, tal que ||/||2 < C3||m||2. 

Demonstração. Sejam h{z) = {i — e = h{y — z); assim, f{x,C,) = 

de Fourier é um operador "unitário" em S^{IR^) ()B.3j) . temos que, dados (í,]? G S^i^IR"'), 
<P,9 >=< P,9 >■ 

Vimos no lema ()3.17|) que / G L'^{IR'^"', A), logo, pelo Teorema de Fubini, ()A.13|) . temos 



fix,^)*f{x,^)dxd^ = j[ha:u{^)]*h^u{^)d^dx = J <h^u,h^u> dx = 
<Ku,hxU>dx = j u{^yh^{^)K{^)u{^)d^dx = j '^iO* j h:,{^)h^{^)dxu{^)d^ 



Logo, se C3 = \\h\\L2, (pn^ - temos ||/||2 < C3||n||2. 



O próximo teorema foi enunciado e demonstrado baseando-nos no teorema 3.14 
de Hl]. 



Teorema 3.19. Dada a E C B°° {IR^^ , A) , então a induz um operador contínuo em 
S^{1R^) como pré-módulo de Hilbert. Além disso, existe uma constante k G IR^, inde- 
pendente de a, tal que ||a(x, D)|| < kn^a). 

Demonstração. Suponhamos, primeiramente, que a tem suporte compacto. Seja 
T = a{x,D). Calculemos, para u,v E S^^lM""), < v,Tu >=< v,Tu > . 



<*.fí,>^/e-"V^<'-..*,,)-„(..0.(.)/.».<í,^ 

e-^^''(i + x- y)-"v{r]y[{i + x- y)"e*«(^-^)]a(x, Ou{y)4^4x4yd7]. 

Como a tem suporte compacto e u,v E S^{IR^), vale Fubini ()A.13|) . o que justifica as 
igualdades acima; além disso, podemos aplicar a integração por partes e, pela observação 
(I3.11|l , temos: 



+ a; _ y)--v{r^yéí^e-'^y[{i - D^Yaix, i)]u{y)m^4ydv 



-'y^{i+x-y)-^{iH-rir''[{^+D^re^^^^-'^^]v{nr[{i-D^^^ 



-'y^{i+x-y)-''e-'''\i+^-7])-''e'''^v{r]y[{i-D^)''{i-D^)''a{x,0Hy)M^fy^^ 



usando a notação do lema ()3.18|) . 
Sejam 



/(x,0 = J e-^^^^^h^iv^vY^V 
g{x,0 = / e-'y^h^{y)u{y)4y. 



Então: 



<v,fu>= j e^^«/(x,0[(^-^x)"(^-^çra(a;,0]í7(a;,0«- 
Abusando da notação, colocando as variáveis das funções, temos: 



II <í),Tm> II = -^|| <e-^^«r(a;,0,^-^.)"(^-^ç)"a(x,0]^(x,0> II- 

Seja c(x,0 = {i- D^Y{i - Dç)"a(x,0- Como a E C5°°(ÍR2", A), temos que 
||c||oo = sup^_^ ^)£lR'^" II '^(^? 011 < Além disso, pela definição de c, existe uma constante 
/ G -K"^, que não depende de a, tal que ||c||oo < ln{a). E temos, pela demonstração do 
teorema 2.2.5 de 



g{x, 0*c(x, 0*c(x, Oâ-ía;, O^^ajd^ < / l|c(a;, O f 5'(a^) O^^ajd^ < 



<lkllL/9(-,í)-9(-,ÍMxrf5. 
Portanto, pelo lema (j3.18p , ||c(?||2 < /7r(a)c3||'u||2. 



Como f*{x,^) = J e^^^h^{ri)v(T])í^ri, de um modo análogo ao feito na demonstração 
do lema (j3.18|) , temos ||/*||2 < C3||í)||2 = C3||t>||2 (ver observação (j3.3j) ). Logo, por 
Cauchy- S chwarz , 

II <v,Tu> \\ < 7—^vr(a)||M||2||w||2. 
(/vr) 2 

Ic^ 

Tomando ki = - — temos que || < v, a{x, D)u > || < A;i7r(a)||u||2||f II2, onde ki 
(27r) 2 

não depende de a, e então a{x, D) é contínuo em S^Í^FT). 

Para o caso geral, consideremos como na proposição ()3.15|) . Então, pelo feito 
acima, temos: 



II < v,a{x,D)u > II < — II < v,a^{x, D)u > \\ < /í;i7r(ae) ||'u||2||f ||2- 

e^O 

Portanto, pelo lema ()3.7|) , || < v,a{x,D)u > \\ < A;iCi7r(a) ||-u||2||f ||2- E, assim, ex- 
iste k G IR^,k = kiCi, independente de a, tal que || < v,a{x,D)u > \\ < /í;7r(a)||-u||2||t'||2- 

Tomemos v = a{x, D){u). Como v G L^{IR^,A), proposição (|3.12|) , pela nota 
fl3.8|) , a seguinte desigualdade faz sentido: 

II < aix,D){u),a{x,D){u) > \\ < A;7r(a)||M||2||a(x, L')(m)||2, Vm G ^^(ÍR"). 
Portanto, ||a(x, D)('u)||2 < A;7r(a)||M||2, e temos ||a(x, D)|| < kTr{a)M 
Corolário 3.20. Nas condições do teorema, vemos que a{x, D) se estende ao módulo 



de Hilbert S'^(iR"), continuamente. 



Capítulo 4 



No capítulo 1, vimos a demonstração da conjectura proposta por Rieffel no final do 
capítulo 4 de jT] para o caso da C*-álgebra dos números complexos. Foi necessária 
a caracterização feita por Cordes ([U capítulo 8]) dos operadores suaves pela ação do 
grupo de Heisenberg, os operadores pseudo-diferenciais. Neste capítulo, veremos que 
uma generalização da caracterização de Cordes para uma C*- álgebra, A, qualquer, 
implicaria que a conjectura proposta por Rieffel é verdadeira. 

Suponhamos então que vale a seguinte generalização da caracterização de Cordes: 

4.1. Seja TíS o conjunto dos operadores Heisenberg-suaves em B*{S^{IR^)). Então 
a aplicação O : CB°°{IR^^,A) TíS, dada por 0(a) = a{x,D) é uma bijeção, onde 
a(x. D) é o operador definido em (I) do capítulo 3. 

Vejamos que O (acima) está bem definida. 

Lema 4.2. Dado a E C B°° {IR^^ , A) , de suporte compacto, o operador 0{a) possui 
adjunto; ou seja, existe um operador T em ^^(iR"), contínuo, tal que 



< 0{a)u, V >=< tí, Tv >, se u,v e S'^(iR"). 



Demonstração. 



< 0{a)u, V > 



I 



I 
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para a última igualdade aplicamos o Teorema de Fubini, IA. 131 Pois a tem suporte 
compacto e u,v E S''^(iR"). 

Como a tem suporte compacto, a E S^{]R^^). Seja F2 a transformada de Fourier, 
na segunda variável, definido em S^{]R^^). Com esta notação, seja 



c{y, z) = j e''^a{y - 0*4^ = F,-'a*{y - z, z) (1). 
e temos CG S^im^""). 

Seja p{y, z) = F2c{y, z), (p G S^{IR'^^), ver início do Apêndice B), então 



c{y, z) = F2 ^p{y, z) 



(2) 



Por (1), temos c(?/, y—x) = j e**-^ "^'^0(0;, e, por (2), c(?/, x 
Portanto, í e'^y-''^^a{x,0*vix)4^4x = í é^y-''^^p{y,i)v{x)(fii(fix. 



Assim, 



u{yy 



^'^y-''^^a{x,C)*v{x)4xf 



dy= u{yy 



,'^y-%iy,0vix)4xç 



dy 



ou seja, < 0{a)u,v >=< u,0{p)v >, \/u,v G ^^(iR"). ■ 
Observação 4.3. Sobre a função p do lema 14.21 

p{y,^) = F2CÍy,0= í e-'^^ciy,z)4z= [ e''^^ [ e"^a{y - z^TM^ 



-''^^-^^a{y - z, 0*4C4z = j e-'''<a{y -z,^- vy4v4z. 

Observação 4.4. Notemos que, como visto no capítulo 1, C B°° (M'^"' , A) é um espaço 
de Fréchet, com as semi- normas 



\F\\j = sup \\d"F\ 



onde F G CB°^{1R^'', A), j E IN, a é um multi-índice e \\d"F\ 



= sup \\d^F{x,Ol 

Temos também que C B°° [IR^^ , C B°° (IR^^ , A)) é um espaço de Fréchet com as 
semi-normas 



||G'||,, = sup sup \\d^G\\ 



i<j \í3\<k 



G e CB°°{]R^'',CB^{IR^'',A)), onde 



sup \\G{z,ri)\\i; 



lembremos que, para cada {z, rj) E M^, G{z, rj) é uma função em GB°°{IR A). 

Aplicaremos no próximo lema os resultados de [1^ sobre integrais oscilatórias, para 
funções tomando valores no espaço de Fréchet G B°° {M"^^ , A) . 



Lema 4.5. Dada a G G B°° {M^'' , A) , se p{y,^) = J e~^^''a(y ~ z,^ - rjY^z^r], então 
p e GB°°{1R^'',A). 

Demonstração. SejaG : iR^" G B°° {M'^'' , A) dadapoi G{z,r]){y,^) = a{y-z,^-T]). 
Provemos que G E G B^ {R^'' , G B"^ {R^'' , A)) . 

Dado e > O, existe 5 > O tal que, se || {z, rj) — {z', ri')\\ < õ, (-v^ \\{y — — v) ~ 
z',^-i)\\<6, \f{y, O e R'^) , então 1| (ô^a) {y-z,^-r])- (9°a) {y - z' ,^ - r]')\\ < e, 



pois é uniformemente contínua. 

Como, para cada {z,ri) G R^^, G{z,ri) é uma função de variável (y,^) G R 



escrevemos d'^{G{z,ri)) para denotar a derivada de multi-índice a da função G{z,ri) G 
C5°°(ÍR2", A), para {z,ri) fixado. E, como d" {G{z,r])){y, ^) = {d" a) {y - z,^-r]), temos 
\\d"{G{z,ri)) — d°'{G{z',ri'))\\oo < £■ Logo, dados j G W e e > O, existe 5 > O tal que, se 
II (z,?]) — {z' ,rj')\\ < 5, \\G{z,vi) — G{z' ,rj')\\j <e,eG é contínua. 

Além disso, é fácil ver que Vj G ]N,\f{z,r]) G R^'',\\G{z,r])\\j < \\a\\j, i.e. G é 



Vejamos agora que G é derivável. Para isto, provemos que G possui derivadas 
parciais de primeira ordem. 

Se = (O, ■ ■ ■ , 1, O, ■ ■ ■ , 0) G R", provemos que 



limitada. 



lim 



G{z + tej,r]) - G{z,r]) 



H{Z,7^), 



{z,7^)eR 



onde 



Hiz,ri){y,^) = lim 

K— >0 



a{y- z- kej,^ - i]) - a{y - z,^ - 7]) 



k 



Notemos que H{z,ri) E C {IR'''' , A) 



Consideraremos t > O, o caso í < O é análogo. 

Dado (y, O ^ -K^", pelo Teorema Fundamental do Cálculo lA.14[ temos: 



G{z + tej,ri){y,^)-G{z,Ti){y,0 



a{y- z- tej, ^ - rj) - a{y - z,C - v) 



H{z,7^){y,0 



+ dja{y-z,^-r]) 



-dja{y - z - hej,^ -r]) 



+ dja{y — z,Ç, — ri)dh 



dja{y - z - hcj,^ - r]) - dja{y - z,^-r]) 



dh 



[0,í] 




9|a(?/ - z - sej,Í-vi) 



[0,í] J [0,h] 



Aqui estamos usando a notação dja{y, () = lim 
Logo, para todo (y, O ^ -K^", 



dsdh, h G [O, t]. 



a{y + kej,C) - a{y,^) 



G{z + tej,rj){y,0-G{z,r]){y,0 



k 



-H{z,vMO 



< 



< 




W\2 



dsdh < t\\a\ 



[0,t] J [0,/!.] 



o que implica que, para qualquer (z, r/) G iR^", 
G(^ + íe,-,í7)(i/,0-G'(z,r7)(y,0 



sup 



-H{z,r^){y,0 



< t\\a\ 



Aplicando o mesmo resultado para d°'{G{z,ri)), \a\ < j, a derivada de ordem a 
da função G{z,ri), temos: 

G{z + tej,r]) - G{z,7]) 



lim 



-H{z,r^) 



< 



< lim sup 



\oí\<j 



d''{G{z + tej,r]))-d^{G{z,r])) 



d^{H{z,r^)) 



< 



< lim sup ||9"a||2.í = O, 



Vj G IV. 



|a|<i 



Do mesmo modo, vemos que existem todas as derivadas parciais de G e por- 
tanto G é C°° . Como antes, vemos que estas derivadas são limitadas e, portanto, 
G e GB'^{1R^'',GB°°{1R^'',A)). 

Assim, pela definição de integral oscilatória (P3 (1.3)]), 



e, portanto, / é'^''G{z,vi)(fíz(fí'q E GB'=^{R^'', A), ou seja 



p{y,0 = j e-^^^a{y-z,i-r^r4z4r,eCB^{IR'\A). ■ 

Proposição 4.6. Dada a E G B°° (R^" , A) , existe p E G B°° (R'^'' , A) tal que, seu,v E 
5^(iR"), < 0{a)u,v>=< u,0{p)v > . 



Demonstração. Seia. p{y,^) = J e ^^^a{y — z,^ ~ r])*^z^ri. Vimos no lema que 
p E G B°° (R^^ , A). A integral acima é uma integral oscilatória. 

Sejam ip^n, i^k ^ G^{R^), como no capítulo 1 e sejam am,k{x, w) = ípm{x)ilj'i^{w)a{x , w) 
e Pm,k{y,0 = J ^'^^"^ 0"m,k{y — z,^ — r])*(^z(^r]. Segue da proposição 1.6 de jT] que, para 
cada (y,^) E iR^", limp„,fc(?/,0 =PÍy,0- 

Al TDn\ 



Dadas u,v E S {R 



<u,0{p)v>= l u{y) 



dy 



n{yr 



e'y^Yimp^,k{y.i)mÍÍ 



dy 



É fácil ver que decorre da desigualdade básica 1.4 de [I] (e da definição de ipm e 
ip'^) que existem j E IN e uma constante M E R^, que não depende de a nem de tpm 
ou ip')^ (é possível escolher íp^n tais que sup„ ,„|'?/'^''| < cxd, e analogamente para ipl^), tais 
que \\Pmkiy,0\\ < M\\a\\2j. 

Assim, \\u{yypm,kiy^Om\\ < M\\a\\2j\\u{y)\\\\vm e L\R'-). 



Pelo Teorema de Fubini ()A.15|) temos: 



u{yr 



dy 




Pelo Teorema da Convergência Dominada ()A.7|) . temos: 




lim / / u{yye'yhm,k{y^Ovmidy 

m,k 



/ u{yye'y^ \im p^4y,0v{04^dy 
J J "^'k 



u{yy 



e'y^\imp^4y,0vm^ 



in,k 



dy 



(novamente pelo Teorema de Fubini). 

Portanto, < u, 0{p)v >= lim < u, 0{pm.k)v > . 

m,k 

Pelo lema 14.21 e pela observação 14.31 < 0{am,k)u,v >=< u,0{pm,k)v > ■ Além 
disso, como am,k{x,^) = 0^ temos ||am,fc(x,OII < ^m,Wk. 

Portanto, \\ú{^ya{x,^yv{x)\\ < ||a||oo||M(0 1| ||f (a;) || E L^{IR^"). 

Aplicando Fubini e o Teorema da Convergência Dominada, temos 



lim < 0{am,k)u,v >= lim / 

m.,k ' m,k J 



v{x)dx 



v{x)dx =< 0{a)u, V > 



Ou seja, < 0{a)u, v >=< u, 0{p)v > . ■ 

Froposiçao 4.7. Dada a e CB'^{]R^'^, A), O (a) é Heisenberg- suave. 
Demonstração. 

Seja T = a{x,D) e T^^ç = E~^TEz^( (como no capítulo 1). Vemos que o símbolo 
de Tz^ç é a^^ç, com a^xix,^) = a{x + z,C, + (), (da mesma maneira como no caso A = Ç 
[21 2.20]). Queremos provar que a aplicação {z, () t— í> T^^^ é C°°. 

Vejamos que {z, () T^^^ é contínua em {zq, Co), i-e., que We > O, 35 > O, tal que, 
se II (^,C) - (^o-Co)ll < S, então HT^^ç - T^o.^oll < £■ 

Vimos no capítulo 3 ()3.19|) que existe uma constante k G M'^, independente de a, 
tal que ||0(a)|| < krr^a), onde n(a) = sup{||5f 9ç a||oo, 7 < (!,■■■ ; !)}• 



Como r^,ç - T^o,^o tem símbolo a^,ç - a^o,Ço, temos que \\T^x - Tzo.Coll < kn^a^^^ - 
Dados/3,7< (!,••• ,1), 

= sup aja)(x + Z.C + - (5f + ^0, e + Co)||. 

Como d^dja é uniformemente contínua, Ve > O, 3cr > O tal que, se 

\\{y,v) - {y',v')\\ < ^ ^ ll^f^My,^) - < ^ 



se 



{z,C)-{zo,Co)\\ < a ^ \\{z + x,C + o - {^0 + x,Co + 0\\ < <J, V(x,e) eiR' 



.2n 



^ Mdja){x + ^, e + C) - (9f 9Ja)(x + zo, e + Co) II < V(x, O G 
Portanto, \\d^dj{a^x - a^„,Co)lloo < £, se ||(^,C) - (^o,Co)|| < o"- 

Notemos que a depende de /? e 7. Como 7 são finitos, tomamos 5 > O como 
sendo o mínimo dos a acima e temos que Vs > O, 35 > O tal que, ||(2;, Ç) — {zq, Ço)\\ < 
5 =^ 7r(a^,^ - 0^0,^0) < £. Logo, \\T^,ç - Tzo.Coll <£ e(z,C)^ T^,c é contínua em 1?^". 

Por outro lado, se {cj} é a base canónica de iR", seja 



a,r, c = lim ^-+^-^1"^-'^ = lim QK+^e.,c) - OKc) 

/i-»0 Al fe-»0 Al 



Provemos que diTz^(^ = 0{diaz,ç), onde diaz,(^{x, ^) = lim ■ 
e a^,ç(a:,0 a{x + z,^ + C). 
Temos, como antes, que 



h 



h 



0{diaz,c) 



0Í0'z+hei,c - Qz.c - hdiaz,c) 
h 



Dados (a;,0 e h > O {o caso h < O é análogo), pelo Teorema Fundamental do 

Cálculo, (jHH), 

a{x + hei + z,^ + () - a{x + z,S, + Q - hdia{x + z,^ + Q = 



[0,h] J[0,í] 



dia{x + z + tci, ^ + C)dt — hdia{x + z,$, + Q = 

[0,h] 

/ [dia{x + z + tci, ^ + C) - dia{x + z,S,+ C)] dt = 

J[0,h] 

di{dia){x + z + sei, ^ + Odsdt = 
d'fa{x + z + sei, ^ + C)dsdt. 

' [0,h] J [0,í] 

A última igualdade determina o significado da notação dfa. 
Logo, 

\\a{x + hei + -2, ^ + C) ~ o.i.^ + -2, ^ + C) ~ hdia{x + x,^ + ()\\ < 
<h^ sup 

De modo análogo, dados /3, 7 < (1, 1, ■ ■ ■ , 1), temos que 

\\{d^,dja){x + z + he„C + - dldja){x + z,^ + ()- 
-h{d^^dJa){x + z,^ + 0\\< 



e sup \\d^d^,dJa.,ç{x,0\\<hMdX,ô- 



Portanto, 



lim 



h 



0{dia,^ç) 



< limfc./i7r(9fa^,^) = 0. 



OU seja, ôjT^^ç = Oidia^^ç). 

Do mesmo modo, temos que ôf^^T^^^ = O 
{z,C) ^ d^djT.^ç é contínua, i.e., (2, C) ^^ T,^ç é C°°. I 

Corolário 4.8. Dada a G C B°° {R^'' , A) , 0{a) e HS. 



çOz.c); e temos, como antes, que 



Nosso objetivo agora é provar que, se vale 14.11 dado um operador T G TíS tal que 
para toda G E CB°°{EJ',A) comuta com Rq, então existe F e C5°°(iR", A) de modo 
que T = Lp. 

Na verdade, provaremos o resultado acima com uma hipótese mais fraca, que o 
operador T G TíS comuta com Rg, para toda g G S^^M""). 

Consideraremos primeiramente o caso n = 1. 
Lema 4.9. Dada / G CB°°{R,A) temos que 




onde 




se t > O 
se í < O 



Demonstração. Como / G CB^^^IR, A), 7(t)(l - dtff{t) G 



{R,A). 



I 



^m-dtff{t)dt= í 



te-\fit)-2dtfit) + d^fit))dt. 



Fazendo integração por partes íver IA. 15]) . para R G , 






Assim, como 
IA. 61 temos: 



L 



R+ 



te-\l - dtff{t)dt = lim 



/ 



f{t)dt, pela observação 




Nota 4.10. Para o caso geral, consideramos 7(x) = Y\ li^j)-, onde x = (xi, X2, - ■ ■ , Xn) 



/n 
7(3^) ^(l-í^^jO^/ía;)^^; = /(O), se / G Ci?°°(iR", A). 
i=i 

De fato, pelo Teorema de Fubini ()A.13|) . temos 

n 

-f{x)l[{l-d,ff{x)dx = 



- d^^yf{xi,X2, ■■■ 



.i=2 



dXi 1 (ÍX2 ■ ■ ■ dXr, 



l[{l~d,.ff{0,X2,---,Xn) 

= /(0,--- ,0) = /(0). 



dx2 dxs ■ ■ ■ dXr, 



A proposição seguinte, para o caso A = Ç, foi provada por Cordes em |2i corolário 



2.4]. 



Proposição 4.11. Dadas a G CB'^{IR^, Á) e b = [1 + dy)'^{l + 9^)^a então temos que 
Demonstração. Notemos que 

b{x - y, e - r/) = [(1 + dyYil + d,Ya]{x - ^ - r/) = (1 - dyY{l - d,y[a{x -y,^-v)]- 
Logo, 

-f{y)-f{r])b{x - y,^ - T])dydr] = / -f{y)-f{r]){l - dy)^{l - dr,fa{x - y,^ - T])dydr]. 



Como ■y{y)'y{ri){l — dy)^{l — dj^)^a{x — y, ^ — 77) G L^{IB? , A), podemos aplicar o Teorema 
de Fubini e, considerando que (1 — d^^a^x — y.i — rj) G CB°°{1R, A) para x, ^, r] fixados, 
aplicamos o lema 14.91 

liv) / 1 (y) - dyfC^ - drjYa{x - y,^ - ri)dy dl] = / -f{ri){l - dy^a^x,^ - ri)dri. 



Novamente, para flxo=, pelo lernaEH j iMd - d„)M-,í - = «(.,0 



2 



Corolário 4.12. Nas hipóteses da proposição 14. IH temos 

a{zX) = j i{-x)^{-Í)h{x + z,Í + C)dxdÍ. 

n 

Nota 4.13. Para o caso geral, dada a G CB^^iM^", A), seja b = + + ô, 

e temos, de modo análogo, que a{z,() = j l{—x)j{—^)b{x + z,^ + Qdxd^, usando a 
notação da nota 14.101 

Lema 4.14. Sejam F a transformada de Fourier e E^^ç definido como no capítulo 1. 
Então temos: 

1. FE,,ç = (^-ç,.)-^F 
Demonstração. 

1. FE,,çu{x) = j e-'^yE,,^u{y)fy = J e-'^yé^yu{y - z)4y = 

-i(y+.)(x~C)^(^)^^ = e-''^^-^^Fu{x - C) = T^M^.Fuix) = (E„^,,)^^Fm(x). 



2. FE-lu{x) = J e-'''yT_,M_^u{y)4y = j e-'''^ e-'^^y^'\{y + z)(/iy = 

E_ç^,Fu{x). U 

Observação 4.15. Lembremos que, como vimos na demonstração da proposição I2.5| 
dadas g,u e 5"^(iR"), temos que Rgu{x) = j é''^Fu{^)g{x + JÍ)iÍ 

Lema 4.16. Dada g E S(IR^), vale que 

1- Ki^g = RT_,_jçgE~l 



2. E^^(^Rg - Rr^^j^gE^^ç. 
Demonstração. 

1. Dada u e 5(iR"), pelo lema imi 

E~lRgu{x) = e-'^("+")i?3u(x + z) = e-'«("+") J é^^+'^^Fu{Í)g{x + z + J^)4^. 

Rt...,,çE-IuÍx) = j e'^^FiE-lumT-.-jç9Íx + J04^ = 
= j e'^^E_^,,Fu{i)g{x + z + J{i + C)4i = j e'-^é^^Fu{i + Qg{x + z + J{i + Cm = 
= j e'^^+^^^^-^^Fu{i)g{x + z + Ji)4i = E;lRgu{x). 

2. E,^çRgu{x) = é^^^Rguix - z) = é^"" j é^^^-^^^FuiCigix -z + JQ^C 

RT^^^^gE,,^u{x) = j e'^^F{E,,^umT^+jçgix + Jm = 

= I e'^^{E.ç,.)-'Fu{Og{x-z+Ji^-Cm = I e'^^e-'^'~^-^^Fu{^-Og{x-z+Ji^-Cm = 

= J e^^^^+^^e-^^^Fu{i)g{x-z + Ji)4i = E,^^Rgu{x). ■ 

Proposição 4.17. DadoT G B*(S^W)), se [T, Rg] = O, G S^iM"), então [T,,^, Rg] = 
0,^g G ^^(ÍR"). 

Demonstração. Pelo lema 14.151 temos 

Tz,cRg = E~lTE^^^Rg = E~^TRT^^j^gE^^ç = E-^Rr^^j^gTE.^ç = RgE~^çTE^^ç = RgT^,(;. ■ 

n 

Proposição 4.18. Dadas a G CB°°{]R^'', A)eb = Y[{l+d^.f{l+d^^fa, se 0(a) G HS 
e [0{a),Rg] = O, para todo g G 5^(iR"), então 0(6) E HS e [0{b),Rg] = 0,V^ G 



Demonstração. Notemos que, como visto na demonstração de 14 .71 se T = 0{a) e 

n 

B = Oib), = + d.,)\l + dcfn,ç. 

Logo, se {z, C) ^ T,,ç é C^, {z, () ^ 5,,^ é C^. 

Vimos na proposição 14.171 que se [T,Rg] = 0,Wg G ^^(-K"), então [Tz^ç,Rg] = 
0,Wg G S^{IR^). Assim, se {ej} é a base canónica de iR", 

lim ~ ^-'^^^ = limi^ /^+^^^-f = T,ç). 

De modo análogo, provamos que [Rg,B] =0,Wg G S^{]R"). ■ 



Teorema 4.19. Dado T G B*{S'^{1R"')), Heisenberg-suave, tal que para toda g G 
5^(iR"), [T,i?g] = 0. Supondo que vale então existe F G CB^{E!',A) de mo- 
do que T = Lp. 

Demonstração. Por 14.11 temos que existe a G C B°° {M^'^ , A) de modo que T = 0{a). 

n 

Sejam h = + + d^^^a e B = 0{h). Pela proposição I4.18[ temos que 

i=i 

[B,Rg] = 0,\/g G S^(iR"). Logo, [B,^ç,Rg] = 0,\/g G ^^(iR"), pela proposição EH 

Assim, pelo visto na demonstração do teorema 12.121 Bz^ = -Bz-jco- 

Por outro lado, o símbolo de -B^^^ é b{x + z,^ + () e o símbolo de B^-j^fl é 
b{x + z — JC) O- Portanto, por 14.11 temos que b{x + z,Ç, + Q = b{x + z — JC,0- Assim, 
pela nota l4.1ín temos: 

aiz, = j 7{-x)7Í-0Kx + z,^ + C)dxd^ = 

7(-x)7(-0&(a; + z- JC, ^)dxdi = a{z - JC,, 0). 

Tomando F{z) = a{z,0), temos F G CB^{1R'',A) e a{z,C) = F{z - JC), e, pela 
observação II. 8| portanto. T = Lf. ■ 



Apêndice A 



Veremos agora alguns resultados sobre integrais de funções que chegam num espaço de 
Banach, Integral de Bocliner. Para isto, nos baseamos fundamentalmente no apêndice 
Ede dH. 

Seja E um espaço de Banach separável e seja B{E) a cr-álgebra gerada pelos sub- 
conjuntos abertos de E. 

Definição A.l. Dizemos que uma função / : iR" E é mensurável se é mensurável 
com respeito a B{IR^) e a B{E). 

E fácil ver que, se f é mensurável, então x i— + 11/(3;) || é mensurável. 

Definição A. 2. Uma função mensurável / : iR" —>■ E é dita simples se f{M"') é um 

subconjnto finito de E. Na verdade, se f{IR^) = {«i, ■ ■ ■ ,ap}, seja J; = f~^{ai); então, 
p 

/(^) = ''^^'^iXJii^)^ onde XJi é a função característica de Ji e onde os conjuntos Ji são 

1=1 

disjuntos e pertencem a B{IR^). 

Lema A. 3. Dada / : IR^ E, seja D Ç E enumerável denso em f{lR^). Então, 
Vê: > o, Va G f{IR^), existem d e D e r e Q, tais que \\rd\\ < \\a\\ e \\rd — a\\ < e. 

Demonstração. Dado 1 > e > O, como D é denso em f{lR^), existe á G -D tal que 
\\a — d\\ < e. Seja r G tal que 1 — e<r<ler< -plj. Assim, \\rd\\ < ||a|| e temos 

\\rd - ali < \\d - rd\\ + lia - d\\ < ||á||(l - r) + e < + ^ < ||a||^— + e. 

r 1 — e 
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Dado ei > O, escolhemos e > O de modo que < Si e temos ||r(i — a|| < Si 

e < ||a|| ■ 

Proposição A. 4. Dada / : FT E, mensurável, existe uma sequência {fk)k£N de 
funções simples tal que Vx G W^,f{x) = lim fk{x), e ||/fc(x)|| < ||/(x)||,V/c G IN. 

fc— >oo 

Demonstração. Suponhamos que / é não nula. 

Seja D Ç E enumerável, denso em /(iR"). Seja D' o conjunto dos múltiplos 
racionais de D, D' = {cfcj^^^. Podemos assumir que ci = 0. 

Para cada x G M^, e cada k G IV, seja Ek{x) Ç E dado por: 

Ek{x) = {c, e D',j < k e \\c,\\ < \\f{x)\\}. 
Como Cl = O, Ek{x) é não vazio. 

Vamos construir a sequência WkíkelN' tomando fk{x) o elemento de Ek{x) que 
está mais próximo de f{x). 
Consideremos 

Ak{x) = {Ci G Ek{x)/\\f{x) -Ci\\ = mí{\\f{x)-Cj\\,Cj G Ek{x)}}. 

Seja Ik{x) o conjunto dos índices dos q G Ak{x) e seja iç, = min /^(x) e fk{x) = Ci^. 

Como os conjuntos {x G IR^,fk{x) = Ci^} podem ser descritos por meio de de- 
sigualdades envolvendo ||/(a;)||, ||cj||, j = !,■■■ ,k, e \\f{x) — Cj\\, j = 1, ■ ■ ■ 
é mensurável. E fácil ver, então, que fk é simples, VA; G IN. Além disso, por construção 
de fk e de Ek{x), temos que ||/fc(x)|| < ||/(x)||,Vx G iR,VA; G IN. 

Vejamos agora que {fk)k^]]\i converge pontualmente para /. Consideremos: 

1. Pelo lema IA.3| para todo e > O, para todo x G iR", existe G D' tal que 
\\chj < \\fix)\\ (isto implica Cho G Ehoix)) e \\cho - f{x)\\ < e. 

2. Se A; > /iq, Eh,{x) Ç Ek{x). 

3. - fk{x)\\ < \\f{x) -Cfcll, para qualquer Ck G Ek{x). 

Assim, dado e > O, seja Hq E IN como em (1). Então temos, VA; > h^, \\f{x) — 
/fc(a;)|| < ||/(x)-c,J| <£. ■ 



Definição A. 5. Seja / : iR" E, mensurável. Dizemos que / é Bochner integrável 
(integrável) se a função x \—>- é integrável. 

p 



Dada / : iR" E, simples e integrável, com /(x) = ^^a^xj^, ai E E e Ji E 
Bi^M""), definimos a integral de / como segue: 



1=1 



f{x)dx = ^aiii{Ji), 



1=1 



onde /i é a medida de Lebesgue em iR". É claro que / integrável implica que /í(Jí) < 
oo, Z = 1, ■ ■ ■ ,p. 



É fácil ver que 



f{x)dx 



< / \\fix)\\dx 



e que, se a, P E Ç e g uma função simples integrável, 

{af + Pg){x)dx = a j f{x)dx + (3 j g{x)dx. 

Dada / : iR" E integrável, seja {fk)k(z]l\[ uma seqiiência de funções simples 
tal que f{x) = lim fk{x),\/x G iR"" e tal que x i— > sup||/fc(x)|| = é integrável 

fc— >oo ^ 

íver IA.4() . Como ||/a;(x) — /(s)! < 2||/(x)||, pelo Teorema da Convergência Dominada, 

/\\fk{x) — f{x)'^dx — > 0. Logo, a seqiiência ( í fklkclM é de Cauchy em E e portanto 
converge. 

Definimos 



f{x)dx = lim / fk{x)dx. 



fc— ►oo 



É fácil ver que esta definição nao depende da escolha da seqiiência {fk)k(z]M íl»^! Pg-352]. 



Proposição A. 6. Seja / : -K" — > E^ integrável. Então 



f{x)dx 



< / ll/(^)IM^- 



Demonstração. Seja (/fc)^gj\r uma sequência de funções simples (como na proposição 

ES, tal que Vx e iR", sup \\Mx)\\ < \\f{x)\\ e f{x) = MmMx). 

k 



Logo, 
vale a 



fk{x)dx 



< / \\fk{.x)\\dx < I \\f{x)\\dx. Como / /(a;)íia; = ^lim / fkix)dx, 



tese. 



Teorema da Convergência Dominada A. 7. Sejam /, /i, /2, ■ ■ • funções de em E, 
mensuráveis, tais que /(x) = lim fk{x) para quase todo x G iR" e ||/fc(a;)|| < ííl^;), q.s., 

fc— >oo 

para todo k G W, onde g : iR" — > [O, +00], integrável. Então, /, /i, ■ ■ ■ são integráveis e 
f{x)dx = lim / fk{x)dx. 



Demonstração. Como ||/fc(a;)|| < g{x) q.s., VA; G IV, a integrabilidade de /i,/2,-"" 
é imediata. Além disso, temos < g{x) q.s. e / é integrável. Portanto, ||(/fc — 

< "^gix) q.s.. Pelo Teorema da Convergência Dominada (caso escalar) temos 
então que Hm J \\( fh— f)(x)\\dx = 0. e. pela proposicão lA.61 temos || J {fk—f){x)dx\\ < 



\\ifk-f)ix)\\dx^ 0. 

fc— >oo 



Observação A. 8. Se / : FT E é integrável e J G B{1R"'), definimos 



f(x)dx = 
ij JM 

Se g : M —y E é integrável, notemos que 



f{x)xj{x)dx. 



g{i)dt = lim / g{t)dt, pois, se 
]R R^oo 

{.Rk)uiz]N é sequência em J?"*", crescente, com lim = +00, e se gk(t) = g{t)x[-R^,Rk] 

k — >oo 



temos que, para cada t G IR, lim gk{t) = g{t) e sup ||5'fc(^)|| < Il5'(^)||j portanto, pelo 



fc— >oo 
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g{t)dt = lim / gk{t)dt = lim 

' fc— >oo 



g{t)dt. 



Definição A. 9. Seja C^{1R^, E) o conjunto das funções de iR" em E integráveis. Defini- 



mos 



LI 



\\fix)\\dx, para / G C^EI^^E). 



É claro que || -11^1 é semi-norma. É fácil ver que o conjunto L^{1R", E) das classes 
de equivalência de C^{]R",E), com respeito à igualdade quase sempre, é um espaço 
vetorial normado onde || ■ ||li é a norma ( |13l proposição E.4]). Também podemos 
provar que L^{]R^,E) é completo adaptando a demonstração de |131 teorema 3.4.1]. 

De um modo análogo, definimos os espaços de Banach J?", E) das classes de 
equivalência de funções iguais q.s. que tem a propriedade j \\f{x)\Y'dx < oo. A norma 

é dada por = (^j para / G Lf(iR", E). 

q 

Proposição A. 10. As funções simples do tipo ctzXjp f^i^i) < oo,ai E E, são densas 



em LP{M',E). 



1=1 



Demonstração. É fácil ver, pela definição IA. 51 que as funções simples do enunciado 
pertencem a L'p{1R^,E). Dada uma função / G LP{IR^,E), seja uma seqiiência de 
funções simples {fk)i.^]]\i, como na proposição IA. 41 tal que, para quase todo x G iR", 
vale que f{x) = lim fk{x) e \\fk{x)\\ < \\f{x)\\. Assim, - /)(x)r < nfi^W- 

fe— >oo 

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada, ()A.7|) . lim / \\{fk — f){x)\\^dx = O, o 

fc— >oo J 

que implica ||/ - fkWip ^ 0. ■ 

A;— +00 

Um resultado útil, mas que não provaremos aqui, é o teorema E.9 de |13j . que diz 
o seguinte: 

Teorema A.ll. Uma função / : iR" E é mensurável se e somente se, para todo 
funcional linear contínuo ip em E*, a função ip o f é mensurával. 

Proposição A. 12. Dada / : iR" E, integrável, então, para qualquer funcional linear 
contínuo (p E E* vale que 



ip o f{x)dx = pi f{x)dx (*) 



Além disso, se existe ao E E tal que \/(p E E*,(p{ao) = j ^p o f{x)dx, então oq 
f{x)dx. 



Demonstração. Dado qualquer ip & E*, por ()A.11|) . sabemos que (po f é mensurável. 
Vejamos que (p o f é integrável. 



\^of{x)\dx< J ||^||||/(x)||da:= ll^ll J \\fix)\\dx. 
Como / é integrável, p o f é integrável. 

p 

Suponhamos que / é simples, /(x) = ^^a;Xjj(x), ai E E e ^,{Ji) < oo, onde 

1=1 

Ji sao disjuntos, / = 1, ■ ■ ■ ,p. 

/ <pof{x)dx= / p i^aiXjXx)] dx = / ^p{ai)xjSx)dx = ^'p{ai)fi{Ji). 

\i=i / 1=1 1=1 

Portanto, vale (*) para funções simples. 

Seja agora / : iR" E integrável e {fuj^^Ji^ uma sequência de funções simples 
tal que, para quase todo x G iR", /(x) = lim fk{x) e sup ||/fc(a;)|| < ll/í^^)!!- Desta 

fc— >oo 

maneira, é claro que fk é integrável para todo k E IN e temos que 



yj fkix)dxj = J V° fk{x)dx. (1) 

Além disso, ||/fc(a;)|| < ||/(x)|| G L^(iR"), para quase todo x G M""; então, pelo Teorema 
da Convergência Dominada ()A.7|) . ^lim J fk{x)dx = j f{x)dx e, portanto. 



Hrn V9 fk{x)dx 



^ / fix)dx . (2) 



Por outro lado, o /^(x)! < Hv^H ||/fc(a;) || < llv^ll 11/(^)11 ^ L^{M^), para quase 
todo X G ÍR" e VA; G W. Como lim p o fk{x) = (p o /(x) q.s., pelo Teorema da Con- 

fc^oo 



vergência Dominada, p ( / f{x)dx = lim ( / fk{x)dx = lim / o fj^(x)dx = 

\J ) (2) fc^oo \J J (1) fc^ooj 

y (y9 O f(x)dx, e vale (*). 

Suponhamos que existe ao E E tal que v5(ao) = J '■^ ° ^ Deste 

modo, temos que p i ao — / f{x)dx ) = O, Vy^ G -E*. Logo, pelo Teorema de Hahn- 



Banach, (ver também |13l corolário E.8]), existe ip E E* tal que ip ^Oq — J f{x)dx 



«o - / f{x)dx 



ao — f{x)dx 



O e portanto ao = / f{x)dx. 



ou seja, 

Tendo este resultado, podemos ver que várias propriedades que são válidas para 
integração de funções complexas são válidas também para funções que tomam valores 
num espaço de Banach separável. 

Teorema de Fubini A.13. Se / G L^(ÍR2",E), então?/ ^ f{x,y) pertence a Li(iR", 
para quase todo x G iR" e x f{x,y) pertence a L^{IR"',E) para quase todo y G 
ÍR". Além disso, as funções h(x) = j f{x,y)dy e k{y) = j f{x,y)dx definidas q.s. 
pertencem a L^{1R^,E) e vale: 



/ 



f{x,y)dxdy 



f{x,y)dy 



dx 



f{x,y)dx 



dy. 



Demonstração. Por definição, temos que ||/|| G L^{IB?^). Logo, pelo Teorema de 
Fubini, |13| (2.37)], temos que, para quase todo x G iR", y ^ \\f{x,y)\\ pertence a 
L^{]R^), isto é, ?/ (— > f{x,y) G L^{IR^,E) q.s.. Analogamente para x ^ f{x,y). 

Também temos que, se h(x) = j \\f{x,y)\\dy, h G L^{]R^). E, como ||/i(a;)|| < 
h{x), h G L\IR!',E). Do mesmo modo, k G L^R^^^E). 

Por outro lado, dado qualquer Lp G E*, temos o / g L^(_K^"), pois J \\(p o 

f{x,y)\\dxdy < \\(p\\ j \\f{x,y)\\dxdy < oo. Também Lp o k, (p o h E L^(]R"). Então, 
apliquemos [Hl 2.37]: 



ip o h{x)dx 



<^ / f{x,y)dy 



dx 



LP O f{x,y)dy 



dx 



if o f{x,y)dx 



dy= (po k{y)dy. 



Logo, pela proposição IA. 121 V {^j h{x)dx^ = ip k{y)dy^ , 'iip G E* , e então 
h{x)dx = / k{y)dy, ou seja. 



f{x,y)dy 
Do mesmo modo, temos 



dx 



f{x,y)dx 



dy. 



ip o /(x, y)dxdy = / v? o k{y)dy, G E* 



f{x,y)dx 



f{x,y)dxdy = / k{y)dy 



dy.\ 



Teorema Fundamental do Cálculo A. 14. Seja f : [a,b] ^ E uma função contínua 
e diferenciável tal que /' (a função derivada de /) é limitada. Então: 



f'{t)dt = f{b) - f{a) 



a,b] 



Demonstração. Dado (f G E*, qualquer, consideremos a função (f o f : [a,b] Ç- 
Seja F{t) = ip o f{t). Notemos que 



F(to + h)- Fjto) f f(t, + h)-f{to) \ 

Logo, F é contínua, diferenciável, com derivada limitada. Além disso, como F' 
é mensurável, isto é, (p o f é mensurável para todo (p G E*, pelo teorema IA. 111 temos 
que /' é mensurável. Assim, por (3.36)], temos: / F'{t)dt = F{b) — -F(a), isto é, 

J a 



[ nt)dt] = ipUih) - f{a)), Vv9 G E* e, portanto, í f{t)dt = f{h) - f{a). 

J\a,b] / J\a,b] 



■M / J [a,b] 

Corolário A. 15. Integração por partes. Dadas f,g & C'^{]R"',E), então, para 
— oo < a < 6 < oo, vale que 



f{x)g\x)dx + / f\x)g{x)dx = f{h)g{h) - f{a)g{a). 

a,b] J [a,b] 



Demonstração. Notemos que fg E C^{]R"',E). Além disso, {fg)'{x) = f{x)g'{x) + 
f'{x)g{x). Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo lA. 141 aplicado à função fg, 



f{x)g'{x)dx+ f'{x)g{x)dx = f{b)g{b)-f{a)g{a). U 

a,b] J [a,b] 

Corolário A. 16. Seja A uma C*-álgebra separável. Dadas / G C°°{]R'^, A), com f{x) 
x'^e*^^,7 e W" dado, e G S'^(iR"), então temos que 



[dxjix)] g{x)dx = - J f{x) [d^^g{x)] dx. 

Demonstração. Suponhamos, sem perda da generalidade, que j = 1. Como fg G 
L^{]R'^,A), temos, pelo Teorema de Fubini lÃ.13l que 



dxi [f{x)g{x)] dx = V/í?^^' [f^^)9{^)\ dxi ] dx2 ■ ■ ■ dxr. 



lim / dxi [f{x)g{x)] dxi ) dx2 ■ ■ ■ dxr, 



^ í [/(fl. „Mfi, ......... )-/(ií,.....,.„Mií, ....... 

(ver Observação IA.8|) . pelo corolário IA. 151 Portanto, 

[d^J'{x)] g{x)dx = - f{x) [d^^g{x)] dx. ■ 



Proposição A. 17. Seja A uma C*-álgebra separável e seja / G L'^{1R"',A). Então, se 
J f{xTf{x)dx = O, f{x) = O, para quase todo x G iR". 

Demonstração. Dado um funcional positivo, ip ^ temos que ip {f{x)*f{x)) > 
0. Por outro lado, pela proposição ()A.12jl , J ip {f{x)*f{x)) dx = O, o que implica 
tp = o q.s.. Como qualquer funcional linear ip E A* é dado por ip = {íp^ — 

íp^) + i{ip2 — 4^2)^ onde ip^,íp^ são funcionais lineares positivos, i = 1,2 teorema 
3.3.10 e comentários acima]), temos que ip {f*{x)f{x)) = O, q.s., Wip G A*. 

Notemos que a bola unitária, B, de A* é compacta na topologia fraca* pelo teo- 
rema de Banach-Alaoglu (jSl 3.15]) e portanto, como A é separável, B é metrizável na 
topologia fraca* 3.16]). Logo a bola unitária de A* é separável (todo espaço métrico 



compacto é separável). Seja V Ç B um subconjunto enumerável denso na topologia 
fraca* . 

Vimos que para qualquer ip^ ^ 1^, fm{f*{x)f{x)) = O q.s.. Portanto, o conjunto 
E = {x E ÍR" : (pm{f*{x)f{x)) 7^ O, para algum ipm G V} tem medida nula. Além 
disso, se X ^ E temos que (pm{f*{x)f{x)) = O para todo Lp^ eV e então (f){f*{x)f{x)) = 
O para todo (j) e B. Assim, se x ^ E, ip{f*{x)f{x)) = O, W ip G A*. Logo, se x ^ E, 
f{x) = 0; ou seja, f{x) = O para quase todo x G iR". ■ 

Proposição A. 18. Mudança de variável. Sejam T : — > iR" um difeomorfismo 
e DxT a transformação linear dada pela matriz j ; e seja det D^T o determinante 

da matriz acima. Se / G L^{1R", A), temos que 



f{x)dx = j f oT{x)\áeiD^T\dx. 

Demonstração. Dado qualquer (p G A*, cp o f e L}{WC). Logo, por |3l (2.47)], 
j ipof\x)dx = j ip o f oT\áet DxT\dx, o qvie implica que, Wip E A* , (p> f\x)dx 

ip / o T| det DxT\dx^ e portanto j f{x)dx = J f oT\ det DrcT\dx. ■ 



Proposição A. 19. Dada uma C*-álgebra separável. A, temos que S^{1R^) é denso em 
L2(iR",A). 

Demonstração. Vemos em [51 (8.17)] a demonstração de que S{1R^) é denso em 
L^{IFC). A demonstração de que S^{IFt) é denso em L'^{1R"',A) é feita seguindo os 
mesmos passos. Primeiro, provamos que as funções contínuas de suporte compacto 
são densas em L'^{IR^,A). Depois, a demonstração de que as funções C°° de suporte 
compacto são densas em L^{IR^,A) segue por convolução como no caso escalar.B 



Apêndice B 



Usaremos aqui vários resultados do apêndice A e, portanto, consideraremos A uma 
C*-álgebra separável. 



Definição B.l. Dada u G S^{IR^), definimos a Transformada de Fourier, F, de u, 
como segue: 

F{u){x) = í onde 4^ = -^dC 

J (27r)2 

Temos, como no caso escalar ( |12[ teorema V.1.1]), que F é um operador contínuo 

de 5^(iR") em 5^(iR"). 

Proposição B.2. F é continuamente inversível de S'"^(iR") em S''^(iR") e vale que 
F-\u){x) = j e"«n(0^e, u G 5^(iR"). (*) 



Demonstração. Usaremos a função auxiliar = e 2 . Notemos que 0(^) = 0(^) 
( |121 exemplo V.1.2]), onde é a transformada de Fourier (usual) de (j). Tomemos, em 
= F{v), para v G S^i.EJ'). 



v{x) 



Aqui não podemos trocar a ordem de integração pois e^^^~''^^^v{y) não é integrável 
em ^ se f (y) 7^ 0. Por este motivo, vamos usar a função (p do seguinte modo: 

Seja 0e(x) = para e > O, dado. É fácil ver que (pe^x) = Assim, 

aplicando o Teorema de Fubini ()A.13|) . 
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v{y) 



-i{y-x). 



.um 



v{y + x)4)e{y)4y = / v{y + x)£ 



v{x + ey)(f){y)4y. 



E temos lim(f)^{x) = 1, limv{x + ey) = v{x) e, pelo visto acima: 

£^0 e— >0 



e^^^MOHv)m^= I v{x + ey)4>{y)4y. 



Por outro lado, ||e^^«0,(Oi^(t^)(OII < e L^iR") e \\v{x + ey)(í){y)\\ < 



sup ||t;(x)||||0(í/)|| GLi(iR"). 

Tomando e O, pelo Teorema da Convergência Dominada ()A.7|) . temos 

e'^^F{v)m^= í vix)<j>{y)4y. 



Como J (f)iy)4y = Ij v{x) = j e"^F(í;)(^)çl^, o que prova (*). 
A continuidade de se demonstra de modo análogo à continuidade de F, ( |12| 
teorema V.1.1]). ■ 

Proposição B.3. F é um operador "unitário" em S^{1R^), com respeito ao produto 
interno definido no início do capítulo 1. 

Demonstração. Dadas u,v E S^{]R^), pelo Teorema de Fubini, 



< F{u), V >-- 



-ixí; 



é-^^^vixMx 



=< u,F-\v) > 



v{x)dx = J 

Portanto F* = F'^ e F é unitário em ^^(iR"). ■ 
Corolário B.4. Se m G S^iR""), então ||F(m)||2 = ||m||2. 

Demonstração. < F{u),F(u) >=< u, F~^(F(u)) >=< u,u >, portanto ||F(n)||2 = 
\\u\\2. ■ 

Corolário B.5. Dadas f,g e L'^{1R"',A), temos que < F{f),F{g) >=< f,g >. 

Demonstração. Sabemos, pela proposição ()3.9p que L'^{1R^,A) Ç S^{1R^). Assim, 
existem seqíiências {fk)uçW e {gi)i^TM de funções em S^{IR^) tais que lim ||/a; — /II2 = O 

fc— >oo 

e lim ll^f; — g\\2 = 0. Pelo corolário IB.41 F é contínua em S^{]R"') com a norma || ■ II2. 

Z— >oo 

Assim, pela proposição EH < F{f),F{g) >= lim < F{fk),F{gi) >= lim < fk,gi >=< 

k,l k,l 

f,9>-m 
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